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Introduction

Pour décrire et modéliser le comportement statistique
des événements accidentels, le processus de Poisson (FEL-
LER, 1968; OLKIN, GLESER, & DERMAN, 1980), que nous
nommerons aussi processus exponentiel, sert souvent
de référence. Sommairement et idéalement, 'événement
modélisé a une propension de se produire qui ne va-
rie ni dans l'espace ni dans le temps. Par exemple, le
nombre d’événements enregistrés tendra a croitre en re-
lation proportionnelle avec la durée d’observation, et le
délai avant que se produisent tant d’événements succes-
sifs du méme phénomeéne croitra de méme avec le nombre
d’événements. La chute de la foudre dans le parc du voi-
sinage, les erreurs de typographie par page de texte, la
désintégration par seconde d’un matériau radioactif sont
autant d’exemples qu'un processus de Poisson permet
d’approximer.

Pour un phénomeéne conforme au processus de Pois-
son, le nombre k d’événements advenus dans une période
donnée suit la loi de Poisson, avec fonction de masse :

p(k) = e HuP /K. 1

Observant le processus de Poisson d’une autre maniére, le
temps ¢t qu’il faudra attendre pour enregistrer la ki¢me oc-
currence successive du phénomene suit la loi Gamma, de
densité :

p(t) = A te T (k), @

[ étant un parametre d’échelle et I'() dénotant la fonction
“gamma”, ou I'(k) = (k — 1)!. JoHNSON, KOTZ, et BALAKRI-
SHNAN (1994) donnent toute la théorie sur la distribution,
Pestimation des parameétres et le calcul relatifs a cette va-
riable.

Or, posons une loi Gamma en forme standard, avec
B = 1, a parameétre k entier?, et de densité de probabilité :

p(t) =t te /(- 1) 3

La variable ¢, concue comme le délai d’attente du kitme
événement d’une série d’événements indépendants et suc-
cessifs, peut étre décomposée en k délais individuels ¢, se-
lon:

t=1t1 +ta+ -+ t; @

chaque délai ¢; répond a une loi Gamma de parametre
k = 1 ou, équivalemment, a la loi Exponentielle standard,

1. Le modéle Gamma utilisant une valeur k entiére est parfois désigné modéle ou loi d’Erlang.
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de densité :
p(t;) = exp(—t;). Q)

Quarrivera-t-il a notre variable globale, que nous bapti-
sons dorénavant 7, si une restriction de durée est imposée
a chaque composante ¢; ou bien a I’ensemble des k compo-
santes de la série ? Par exemple, un matériau s’enflamme
si une série de 5 impulsions électriques de haut voltage
le traverse, chaque impulsion ayant un délai d’apparition
moyen de % s, a moins que le délai global des 5 impul-
sions, trop long, déborde 3 s. Une autre condition pour-
rait étre que chaque impulsion dure en deca de 1 s, sinon
il faut recommencer. Ou encore, pour transmettre le mes-
sage électrique a la cellule voisine du réseau, la cellule ner-
veuse doit recevoir 10 ou 15 impulsions synaptiques dans
un délai total de 0,1 s. Ainsi, si la condition de succés n’est
pas immédiatement atteinte, le processus continue, accu-
mulant le temps perdu, ce jusqu’a satisfaction.

Dans une situation donnée, quelle est la distribution de
probabilité de 7, le délai global requis pour obtenir satis-
faction du critére ? Quelles sont I’espérance, la variance et
les autres propriétés de cette variable? La contrainte de
durée maximale imposée pouvant revétir diverses formes,
nous parlons ici de lois Gamma restreintes, au pluriel.

En introduisant la loi de Pascal restreinte en 1983 (voir
aussi LAURENCELLE, 2012), Laurencelle proposait déja cette
famille nouvelle de variables statistiques. Les lois Gamma
restreintes constituent en effet des généralisations de la loi
des succés consécutifs (LAURENCELLE, 1987), d’origine his-
torique lointaine. LAURENCELLE (Mai 1996) semble en avoir
posé les premiéres assises.

Apreés avoir fixé les principaux éléments de notation
et de vocabulaire, nous aborderons a tour de role sept
réalisations spécifiques que nous jugeons intéressantes
dans la famille des lois Gamma restreintes, ces variantes
étre campées en deux groupes, soit celui des lois dites indi-
viduelles et celui des lois totales, chacune étant considérée
avec ou sans réamorcage précoce.

Notation et vocabulaire

Simplifications initiales. La loi Gamma générale (JOHN-
SON et al., 1994, p. 337, éq. 17.1) comporte un parametre
d’origine, un parameétre d’échelle et le nombre %k qui
détermine 'ordre de la distribution. Nous posons d’emblée
Porigine a 0 et le parameétre d’échelle a 1 pour retrouver
la loi Gamma standard (3) et ses composantes Exponen-
tielles standard (5). La plupart des résultats et conclusions
présentés plus bas ne perdent pas leur généralité sous ces
simplifications. Rappelons que nous restreignons ici le pa-
rametre k a des entiers naturels.

La loi Gamma réguliére en forme standard a pour den-

@ CrpssMark

sité g(¢) et fonction de répartition G(¢) :

tk—l
t)y=e'—x
gt)=e =1

0kt

G(t)=et Z

S (k+5)! (©)

pour £ > 0. Ses moments principaux sont :

M = 0’2 = k,
'71:2/\/E7 (7)
Yo = 6/k

On peut scinder ’axe de la variable en deux segments, le
premier (Court) limitant supérieurement la variable ¢ a la
valeur L, l'autre (Long) 'amorc¢ant a cette valeur pour la
porter a l'infini, ce qui donne lieu a deux variables dis-
tinctes. Les fonctions génératrices suivantes :

L
GC,(k,L) :/ th=le=tat
0

k—14n (8)
(k—14n)! iy
= |1—¢ Z L /r|,
(k—1)! =
GL,(k,L) :/ tFletat
L
k—1+n (9)

(k—14n)! _, I
— e /r!
(k—1)! ;O

permettent d’obtenir respectivement les moments d’ordre
n, A, et By, de ces deux variables au moyen de :

A, =GCy(k,L)/GCy(k, L);

B, =GL,(k,L)/GLo(k, L),

(10

en plus de définir par :

I = II; = GCy(k, L) 1)

la probabilité d’obtenir un k-tuplet ‘court’. Par exemple, A,
dénote ’espérance mathématique (la “moyenne”) de durée
d’un délai court, c.-a-d. dont la course est bornée par 0 et
L, tandis que By — B? est la variance d’un délai long.

De plus et a toutes fins pratiques, il est utile de ca-
ractériser les ingrédients spécifiques associés a la loi ex-
ponentielle, c.-a-d. le cas spécial de la loi Gamma pour le-
quel k£ = 1. Comme le résume le Tableau 1 plus loin, nous
dénotons par t¢ et 7 la durée et la probabilité d’un élément
court (tel que ¢t < L) et par a; et ay ses deux premiers mo-
ments, puis par ¢, et w la durée d’un élément long (¢ > L)
et sa probabilité, et par b; et bo ses moments. Noter que,
par exemple, a; = A;.
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Tableau 1 m Caractérisation de la loi Exponentielle restreinte

Elément p(t) E(t) E(t?) a’(t)
te a=1l-et a=1-wl+L)]/r a=[2-w2+2L+L?]/r o%(tc)=[1 —w(2+ L?) +w?]/x?
tr, w=e L bip=1+1L b2:2+2L+L2 UQ(tL):l

Notons enfin quelques sommes géométriques aux-
quelles nous devrons occasionnellement recourir :

" =1 -2/ -2),z <1 (12a)

(12b)

et

= —¥0=X (120

[2962 — k(b — 1)1 —2)? +2k-2(1 — ) + 21}2}

Nous présentons maintenant et examinons quelques
variantes possibles de la famille de lois que nous avons
baptisées lois Gamma restreintes en considération de la
restriction de durée qu’on lui impose, 1a borne (temporelle)
L étant appliquée soit a chaque ingrédient (chaque compo-
sante Exponentielle de laloi Gamma considérée), soit a une
somme d’ingrédients successifs.

Loi GR[ICR] - Gamma a contrainte Individuelle, série
Compléte avec Reprise

La série de k événements (t;,t;41, - ,tj4k—1) est

réalisée. A la fin, si tous les t < L, le temps accumulé (de-
puis 7 = 1) est validé, sinon la série entiére est oubliée et
le processus recommence a j = k + 1.
Analyse Le processus se déroule comme une
suite de groupes ou k-tuplets, jusqu’a lobtention
d’'un k-tuplet entierement formé d’éléments courts,
(tc;ste +15 5oy 1) Le défaut de succes tient a I'ob-
tention d’un k-tuplet impropre, comprenant au moins 1
élément long, apres 'achevement duquel k-tuplet le pro-
cessus est relancé.

Chaque élément court ayant pour probabilité 7, la pro-
babilité d’observer un groupe formé de k éléments courts

est évidemment 7% et sa durée moyenne, égale a k x a.
La probabilité d’obtenir un groupe différent est 1 — 7*;
quant a la durée M d’un tel groupe mixte, comportant
au moins 1 élément long, elle varie selon le nombre (de
1 a k) d’éléments longs qu’il contient. En général, le k-
tuplet contiendra k£ — r éléments courts et r éléments longs
(r > 0), et, probabilités mises a part, son moment d’ordre
n peut s’exprimer comme :

Mo = E{troy +tow-rn}" (13)
de sorte que, par exemple, ses moments 1 et 2 sont :
Mgr1 =1 xb+(k—7r)xa, (14)

Mpr2 = TXbo+r(r—1)xb3+(k—r)xag+(k—r)(k—r—1)xa3.

(15)
Ainsi, I’'espérance de M, un k-tuplet comportant au moins
1 élément long, est donnée par :

_ Z]f (f)wrwk_r (rebi+(k-r)- al).

M
1—7k

(16)

Le processus de type GR[ICR] imite une loi
géomeétrique, qui guette I'apparition d’un groupe court,
apparition retardée par ’apparition possible de groupes
mixtes, soit, en calcul conditionnel ? :

EX)=r"xkxa+1-7M+X), an
la solution étant :
1—7k).- M
B(X)=k-ar+ Zk)
18
i (18)
:g.

L’expression du moment 2 a lorigine, £(X?), n’a pu
étre réduite. Nous obtenons :

B(X*) =k x ag + k(k —1)a?

k
k
+) (T> (1= 7)" 7" (Zy + Zo + Zs + Z4) /7"
r=1

(19)

2. Le calcul par conditionnement sur le ou les premiers événements peut s’illustrer simplement par le calcul des moments de la loi géométrique, de
fonction de masse p(n) = (1 — 77)"*17r. Le succés immeédiat, pour n = 1, a pour probabilité 7, alors que son contraire, a probabilité 1 — 7, ajoute +1
a son espérance, soit E(n”) =7 x 1" + (1 — 7) X (1 + n)". Pour le moment r = 1, la solution de cette équation donnera rapidement E(n) = 1/x;

ainsi pour les autres moments.

The Quantitative Methods for Psychology

125



http://www.tqmp.org
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.20982/tqmp.12.2.p123

| 2016 mVol. 12 mno. 2

T = o —

Zy = rby +r(r — 1)b3,

Zy = (k—1)ag + (k—7)(k —r — 1)a3,
Zs = 2r(k —r)aibl,

Zy = (2rby + 2(k — r)ay) x E(X).

La “forme” de cette loi, représentant la réalisation
éventuelle d’'un événement a probabilité donnée (ici, ),
est certes acoquinée a celle de la loi géométrique, laquelle
aurait une probabilité de 7*/k, soit I'inverse de F(X).
Cependant, le report de I'occurrence de ’événement es-
compté s’appuie non seulement sur la non-réalisation
de celui-ci mais sur la réalisation d’'un événement plus
long (de grandeur moyenne M, indiquée plus haut), de
sorte que, par exemple, I'espérance E(X?) et la va-
riance associée exceédent les valeurs qu’aurait fait anticiper
l'espérance F(X).

Les moments d’ordre supérieur peuvent s’obtenir de la
méme facon. Le tableau 3 (voir en fin de texte) présente
quelques valeurs représentatives de cette loi, a toutes fins
utiles.

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
L’étude de la densité et de la fonction de répartition de la
loi GR[ICR] dans son cas général n’a pas abouti. Seul le cas
le plus simple, celui pour £ = 1, a été résolu et il corres-
pond aussi (trivialement) au cas pareil des lois GR[IT] et
GR[TCR] : 1a solution détaillée apparait plus bas, pour la loi
GR[IT], de méme que quelques centiles illustratifs. Le ta-
bleau 3 fournit quelques centiles estimés pour deux cas de
la loi GR[ICR].

A |

E(X*) =k-ay+k(k—1) a} +

(1 — 7Tk) [b2 + 2b1 . E(X)] + (1 — 7'(') [Qg {CI,Q + 2a1b1 + 2&1E(X)} + anﬂ

@ CrpssMark

GR[IT] - Gamma a contrainte Individuelle et série
Tronquée

La série est amorcée jusqu’a concurrence soit de &

événements courts?; < L, soit au premier événement long
noté j'. Dans le premier cas, la série est validée, sinon la
durée j' est épuisée et le processus ‘roule’, une nouvelle
série étant amorcée a j = j' + 1.
Analyse : Le k-tuplet espéré peut se réaliser d’emblée, se-
lon une probabilité 7*. A defaut d’une telle occurrence, un
premier temps long peut advenir avec probabilité 1 — T,
retardant d’'un temps l'occurrence attendue selon X =
tr, + X ; ou bien 1 temps court suivi d’un long, avec pro-
babilité (1 —7)m, selon X =t +tr, + X, etc. Par exemple,
pour k£ = 3, nous avons :

X =m(tc +tc+tc) + (1 —m)(ty + X)

+ (1 —mr(te +tr + X))+ (1 —m)n(te +te +tp + X),

(20)
dont la solution est :
B(X) =3ay+(1—7%) (b1 + X))+ (1 —7) (7 +27%)a; (21)
ou, généralement (voir (12) plus haut) :

E(X) =kay + (1 — F)(lel + anl)/ﬂk
1—n* (22)
k(1 —m)’
une expression identique a celle ’espérance du nombre
d’essais requis pour obtenir k£ succes consécutifs dans un

processus de Bernoulli a probabilité 7 (LAURENCELLE, 1987,
2012). Nous trouvons aussi :

(23)

Nous ne sommes pas parvenu a réduire cette formule.
Distribution de probabilité (densité et répartition)

Nous nous sommes attaqué d’abord a la forme la plus
simple de la loi GR[IT], soit celle pour laquelle £ = 1. Les
réalisations éventuelles de cette loi sont : to,t;, + tc,tr +
tr, + tc, etc. Le temps court déterminant ({¢) peut donc
étre précédé de zéro, un ou quelques temps longs. La pro-
babilité d’un temps court étant 7 = 1 — exp(—L), sa den-
sité po(tc) est et /7, tandis que pour un temps long, on a
complémentairement py,(t1) = p(V1) = e V/(1 —7) =

wk

el=V . Soit Vo = t1 +t12,1a somme de deux temps longs :
tryvariede LaV — L, t étant alors égala V —t1, d’ou:

V-L
p(V2) = / el=t s el=VHiqge (24)
L
=e?l=V(v —2L). (25)

De méme, pour la somme de n temps longs, la densité s’ob-

tient par:

ent=V(V — nL)"_1
(n—1)!

p(Vi) = ; (26)
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la densité relative dans la distribution de 7', la durée totale
écoulée, est donnée en multipliant la densité ci-dessus par
la probabilité d’enregistrer n temps longs, soit (1 — 7)™ =
e "L,

Pour calculer la densité globale p(7T'), considérons le
continuum 7" € [0..00) comme étant découpé en segments
de mesure L. Dans le segment [0..L), seul un temps court
est admissible et 7' = t¢. Dans [L..2L), un temps long est
requis, ne débordant pas 2L, et est suivi d’'un temps court,
douT =ty +tc = Vi + tc. En général, dans le segment
[nL..(n 4+ 1)L), de 1 seul & un maximum de n temps longs
peuvent intervenir, selon leur probabilité propre (1 — )",
et ils sont suivis d’'un temps court. La détermination de
chaque densité constitutive et leur somme pondérée per-
mettent d’établir la densité globale de la variable 7, selon
Iexpression :

[7/L]

Y A=m)"p(Va).

n=0

p(T) = @7

Dans l'exemple du segment [2L..3L), deux processus sont
admissibles, soit V; + t¢ et Vo 4+ te. Dans la compo-
sante V; + to, la durée Vi a pour bornes de variation
T — L et T; la borne inférieure 7' — L, plutdt que
L, est requise pour garder la variable t{c sous la barre
L. La densité p;(7T") pour cette composante est alors la
convolution fTT_L pv; (2) X po(T — x)dx. Pour la compo-
sante V5, + to, étant donné que par définition Vo >
2L, ses bornes sont simplement 2L et T, d’ou py(T) =
fQTL v, () X po(T — x)dx. Dans les deux cas, la variation
de tc court de 7' — V,, a T'. La composition de ces deux
densités, selon les probabilités 7 = e "%, produit :

(1 =m)p(T) + (1 — 7)*pa(T)

T
—et / v (@) % po(T — z)de
T—L

p(T)

T
+ 6721‘/ pv, (@) X po(T — x)dx
2L

=e el TL + e 22T (AT? + 2L — 2LT)
=e¢ (L + 4(T? + 2L — 2LT))
(28)

L’application de cette analyse permet de trouver des ex-
pressions de la fonction de densité pour chaque segment
temporel, voire une expression générique pour le segment
[nL..(n 4+ 1)L). Le tableau 2 plus loin présente ces expres-
sions de méme que les fonctions de répartition correspon-
dantes. Nous n’avons pu obtenir de résultats utiles pour
E>1.

Les moments de la loi GR[IT] sont illustrés au tableau
3. Quant aux centiles, le tableau présente aussi les valeurs

@ CrpssMark

exactes pour des lois ou £ = 1 ainsi que des estimations
Monte Carlo pour k = 4 et 6.

GR[ITP] - Gamma a contrainte Individuelle, série
Tronquée avec Plafonnement

Le processus GR[ITP] est le frére du processus GR[IT]

ci-dessus, sauf que, en cas d’invalidation par I’occurrence
d’un temps long, t; > L, ce temps ¢z, est tronqué et réduit
a L, suite a quoi une nouvelle série est amorcée.
Analyse : La durée moyenne de ’élément long, notée by,
est ici ramenée a sa borne inférieure L. Il suffit donc
d’opérer la substitution dans les équations correspon-
dantes associées a la loi GR[IT], d’ou, ici :

1—7k

BX) = g

(29)

Quant a F(X?), sa formule est semblable a celle associée
a la loi GR[IT], sauf qu’ici, tel que mentionné, E(t}) = L,
pour tout n au lieu de b,,. Des données illustratives appa-
raissent au tableau 3.

Distribution de probabilité (densité et répartition)

Tout comme pour la loi GR[IT] traitée précédemment,
nous n’avons pu déterminer la densité et la fonction
de répartition de la loi GR[ITP] que pour £ = 1. Les
réalisations éventuelles du processus dans ce cas sont 7' =
to, L+tc, L+ L+tce, etc,ouTl = rL+tc,r > 0.0r, to, qui
représente ici, avec 7, la seule variable proprement dite, a
une densité exponentielle, e=¢/(1 — e~%), qui ne change
pas de forme selon sa position dans ’axe de mesure, donc
qui reste indépendante d'un éventuel retard, » x L :la loi
résultante est donc une Exponentielle simple, de densité
e~ T et fonction de répartition 1 — e~7, caractérisée par
E(T) = 0'2 = ].,’}/1 = 2et72 = 6.

Le tableau 3 présente les calculs pour la loi GR[ITP]
selon £k = 1 et tout L de méme que des estimations
Monte Carlo pour deux autres cas. Le tableau fournit aussi
quelques centiles estimés pour deux cas de la loi GR[ITP].

GR[TCR] - Gamma a contrainte Totale, série Compleéete
avec Reprise

La série de k événements est réalisée, et seule la somme
des temps individuels est considérée. A la fin, si T, =
Zk t; < L, la série est validée, sinon une nouvelle série
est produite.

Analyse : La somme 7}, générale est une variable Gamma
standard d’ordre k, d’espérance et variance égales a k
(cf. Eq. 7). Les moments de ses temps court et long, soit
E(TE) = A, et E(I}') = B,, sont donnés aux Egs.
(10). Cela étant, le k-tuplet représenté par T} est traité
ici comme une unité a comportement binaire, son cas fa-
vorable (T¢) ayant probabilité IT = II; et le processus
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Tableau 2 m Densités p(T") et fonctions de répartition P(7") d’une variable T de loi GR[IT] en fonction du segment temporel de

largeur L. Noter que, en derniére ligne,n = |T/L].

Intervalle p(T) P(T)

OalL e T 1—e T

Laz2L e~ (T - L) 1—eT(1+ (T - 1))

2L a3L e T(L+ (T —2L)2/2) 1—eTA+ (T - L)+ (T -2L)2/2)

3La4L e T(L+ (2LT — 5L)2/2 + (T — 3L)3/6) 1—eTA+(T-L)+ (T -2L)2/2+ (T —3L)3/6)
e S e el R R

évoluant selon une simple loi géométrique, a l'instar du
processus GR[ICR] traité plus haut. Nous avons donc :

EX"M)=IxT&é+ 1 -1) x (T, + X)", (30)
d’ou, pour I’espérance :
E(X)=I0xA+(1-1)x(B1+X), (31
donnant éventuellement :
E(X) = k/1L. (32)

L’espérance de X2 la variance de X et ses moments
supérieurs s’obtiennent pareillement (voir le tableau 3).
Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Rien de trouvé pour le cas général. Fait exception le cas
spécial avec £k = 1, dont la solution correspond (trivia-
lement) au cas similaire de la loi IT (voir plus haut, ou le
détail de la solution est donné de méme que quelques cen-
tiles) et de la loi ICR.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour
deux cas de la loi GR[TCR].

GR[TCC] - Gamma a contrainte Totale, série Compléte
avec Continuation

La série de k événements (t;,¢;41, - ,tj4k—1) est
réalisée. A la fin, si T, = Z t; < L, la série est va-
lidée, sinon la série se déplace d’un élément, devenant
(tj41,t42, - ,tj1+x), et le test sur la nouvelle T}, est re-
pris, jusqu’a couronnement.

Analyse : La succession éventuelle des essais, sanctionnée
par la variable successive T'(j + 1) = T'(j) — t; + ¢4, est
ainsi marquée d’une dépendance d’ordre (k — 1) /k. L’ana-
lyse ne nous a jusqu’a présent rien donné de concluant
concernant la chaine de probabilités relatives au roule-
ment de la chaine , ni selon ’accroissement de L, ni selon
la modification de k. Un processus auto-régressif est en jeu.

A défaut de nouvelles pistes d’élucidation et a titre pro-
visoire, le tableau 3 offre des estimations Monte Carlo pour
les moments de la variable.

Distribution de probabilité (densité et répartition) : En-
core a trouver.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour
deux cas de la loi GR[TCC].

GR[TR] - Gamma a contrainte Totale et Réamorcage
précoce

La série est amorcée jusqu'a lobtention de &

événements dont la somme complete est acceptable
(Zk t; < L) ou jusqu’a accumulation d’une somme par-
tielle débordante (3_"¢; > L,1 < r < k). Dans le pre-
mier cas, la série est validée, sinon une reprise a neuf est
amorcée des I’écoulement de I’événement produisant le Z;
fatal.
Analyse : Le passage d’un degré r de durée totale courte
a lautre (r = 1 a k) se fait par probabilités 7, a1 =
Ty/T1, T3z = 73/, etc. la durée compléte aboutis-
sant a A; avec probabilité IT;. Notons par ailleurs que
la premiére occurrence . t¢; > L produit un pre-
mier élément long ({;) d’espérance b, quel que soit r,
plutdt quun élément d’ordre r et a espérance B(r, L).
Les détours ralentissants ont pour probabilités successives
1 —m pour (t1)r + X = tp + X, m x (1 — mg1) (pour
(t1 +t2)r, + X =t + X)), etc., ces probabilités correspon-
dantal — my,m — e, -+ ,Tk—1 — Tk, SOit globalement a
1 — 7, =1 —1I. La solution générale est donc :

E(X™) =M x E(T%) + (1—-1I) x E(t;, + X)", (33a)
d’ou :
E(X)=Ay(k,L)+ (1 —1I)by /I (33b)

E(X?) = Ag(k, L) + (1 — )(by + 2b; x E(X))/TL.
(330)

Les moments d’ordre supérieur s’obtiennent semblable-
ment : voir le tableau 3.
Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Nous n’avons rien trouvé de substantiel.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour
deux cas de la loi GR[TR].
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GR[TRP] - Gamma a contrainte Totale, durée Plafonnée
et Réamorcage précoce

Le processus TRP dérive du processus TR ci-dessus, sauf

que, sile total >." t; — L, la série est stoppée dés l'atteinte
de L, puis reprise a neuf.
Analyse : Le temps long étant ramené a sa borne
inférieure, espérance et variance sont réduites. De plus, tel
que développé dans LAURENCELLE (1998, p. 20 seq.), la fixa-
tion du plafond L a la somme partielle Y " ¢; permet de
résumer celle-ci a la valeur L et a 1a probabilité agglutinée
1 — II;. Quant au temps court T~ et a sa probabilité I, ils
sont comme ci-devant.

Ainsi, pour les deux premiers moments, nous avons :

E(X):HkXAl-F(l—Hk)(L-FX) (34)
= A; + (1 —TIy)L /T,
E(X?) =TI, x Ay + (1 — II})(L* 4 2L BE(X)) 5
= Ay + (1 — I)(L? + 2L B(X)) /Iy,
la variance étant alors :
X)=E(X? - [E(X))?
var(X) = B(X?) ~ [E(X)] 6

= Ay — A2 + L2(1 — 11, /IT3.

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Prenons I'exemple d’un processus d’ordre k = 2. Celui-ci
aboutit d’emblée si T" = ¢; + t5 < L, avec probabilité
II,. Sinon, ¢; peut déborder et plafonner a L, auquel cas
la série prend la forme 7' = L + T, avec probabilité p;,
ou bien ¢ + t, peut déborder et plafonner a L, donnant la
série identique 7' = L + T avec probabilité p». Le réseau
des chaines du processus étant ainsi complété, il est appa-
rent que IIs +p; +p2 = 1, d’ou p; +p2 = 1 —1l5, la preuve
s’étendant pour tout k > 2.

Ainsi, a quelque élément ¢, du k-tuplet que se pro-
duise la violation > ¢ > L, la probabilité attachée a cette
phase est égale et elle est proportionnelle a 1 —II;. La den-
sité ainsi décrite est multipartite et apparait comme une
répétition de densités Gamma, chaque cycle-L subséquent
ayant son amplitude réduite par un facteur 1 — I, par rap-
port au cycle antécédent. La densité de T, qui s’étend de 0 a
00, s’exprime ainsi par paliers successifs d’étendue L, soit
g(T)pour0 < T < L,(1-TIy)g(T—L)pour L < T < 2L,
(1—T1;)%g(T—2L) pour 2L < T < 3L, etc. Cette structure
par étage de la densité donne lieu a la formule suivante :

p(T) = (37

(1-1Ix)" xg(T —r x L),
our = |T/L|,(r —1)L < T < rL, et g(z) renvoie a la

densité Gamma standard. La fonction de répartition cor-

@ CrpssMark

respondante est alors :

r

P(T) =10, (1-T) "'+ (1 -10,)" - G(T — rL),
j=1
=1—(1-T0,)" + (1 —T)" - G(T — rL)
(38)
our = |T/L] et G(z) est la fonction de répartition

Gamma standard.

Quant aux moments d’ordre n, E(T™), ils s’obtiennent
par > (1 — II;)" x [g(t) x (t + rL)"dt pour 0 < ¢ <
L, T > 0etrallant de 0 a co; le lecteur se rappellera que,
par exemple, [g(t)dt = I, [tg(t)dt = Iz A;, etc. Ce
calcul reproduit celul par condltlonnement présenté plus
haut. Le tableau 3 présente des valeurs illustratives pour
cette loi.

Bilan et perspectives

Les sept lois, ou variantes, de la famille des lois Gamma
restreintes examinées ici n’épuisent pas le domaine des va-
riantes possibles : citons par exemple un processus dans le-
quel chaque composante devrait respecter une contrainte
L alors que le total serait assujetti a une autre, L, ou en-
core un dans lequel seules r parmi les £ composantes du
k-tuplet seraient soumises a la contrainte individuelle, etc.
Notre intention ici n’était pas d’établir un répertoire ex-
haustif des éléments de cette famille. Nous nous sommes
limité a illustrer la richesse de cette idée et avons tenté d’en
proposer, bien maladroitement, certaines solutions.

Le lecteur constatera facilement lui-méme le travail
qu’il reste a accomplir pour que, déja, les variantes exa-
minées ici recoivent le traitement complet que chacune
mérite. Il restera aussi a s’intéresser au probléme de l'es-
timation des parametres et aux approximations possibles
des distributions.

Note de ’auteur

Une premiére version, incompléte, de cet article a paru
en 1998, dans Lettres Statistiques (LAURENCELLE, 1998).
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Tableau 3 m Tableau numérique illustratif

@ CrossMark

E L E(X) E(X?) o? ~v1 ~v Cois Cho Cas Cso Crs Coo Cys
Loi GR[ICR]

4 1 25,0563 1296,792 669,138 2,0 6,1 1,38 1,85 6,50 17,0 35,0 58,7 76,7
6 1,5 27,294 1494,524 749,581 2,0 6,1 2,63 3,26 7,92 18,8 37,8 63,0 82,0
Loi GR[IT]

4 1 14,307 401,613 196,922 2,0 6,1 1,373 1,837 4,25 9,95 19,7 32,6 42,4
6 1,5 15,905 461,559 208,581 2,0 6,1 2,63 3,26 5,46 11,41 21,46 34,7 44.8
LoiGR[IT] -k =1

1 % 2,541 16,836 10,377 2,2 7,2 0,051 0,105 0,288 1,319 3,659 6,749 9,086
1 1 1,582 6,847 4,344 2,5 8,7 0,051 0,105 0,288 0,693 2,165 4,282 5,883
1 2 1,157 3,399 2,062 2,9 11,6 0,051 0,105 0,288 0,693 1,386 2,991 4,145
Loi GR[ITP]

4 1 9,044 148,142 66,352 2,0 6,0 1,37 1,81 2,24 6,54 12,19 19,6 25,3
6 1,5 12,356 260,220 107,542 2,0 6,0 2,63 3,23 4,92 9,16 16,35 25,9 33,1
Loi GR[ITP] -k = 1, tout L

1 * 1 2 1 2 6 0,051 0,105 0,288 0,693 1,386 2,303 2,996
Loi GR[TCR]

4 2 27,996 1625,018 841,231 2,0 6,0 1,366 1,744 7,23 19,0 39,1 65,7 86,0
6 3 71,498 10381,943 5269,920 2,0 6,0 2,614 6,76 19,7 49,2 99,5 166,1 216,4
Loi GR[TCC]

4 2 15,05 449,3 222,8 2,0 6,1 1,366 1,744 4,35 10,4 20,8 34,5 449
6 3 30,63 1827 888 2,0 6,0 2,614 3,84 9,3 21,4 42,1 69,4 90,1
Loi GR[TR]

4 2 19,471 763,163 384,034 2,0 6,0 1,366 1,745 5,46 13,42 27,03 45,01 58,63
6 3 46,061 4214,137 2092,483 2,0 6,0 2,613 5,61 13,4 32,0 63,7 105,6 137,3
Loi GR[TRP]

4 2 13,472 349,596 168,096 2,0 6,0 1,366 1,745 3,898 9,562 17,994 29,952 39,489
6 3 35,145 2406,149 1170,977 2,0 6,0 2,613 5,027 11,190 23,925 47,844 80,168 103,971

Note. Les moments de forme, y; (asymeétrie) v, (aplatissement) et les centiles sont estimés par Monte Carlo.
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