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Introduction
Pour décrire et modéliser le comportement statistique

des événements accidentels, le processus de Poisson (FEL-

LER, 1968 ; OLKIN, GLESER, & DERMAN, 1980), que nous

nommerons aussi processus exponentiel, sert souvent

de référence. Sommairement et idéalement, l’événement

modélisé a une propension de se produire qui ne va-

rie ni dans l’espace ni dans le temps. Par exemple, le

nombre d’événements enregistrés tendra à crôıtre en re-

lation proportionnelle avec la durée d’observation, et le

délai avant que se produisent tant d’événements succes-

sifs du même phénomène crôıtra de même avec le nombre

d’événements. La chute de la foudre dans le parc du voi-

sinage, les erreurs de typographie par page de texte, la

désintégration par seconde d’un matériau radioactif sont

autant d’exemples qu’un processus de Poisson permet

d’approximer.

Pour un phénomène conforme au processus de Pois-

son, le nombre k d’événements advenus dans une période
donnée suit la loi de Poisson, avec fonction de masse :

p(k) = e−µµk/k!. (1)

Observant le processus de Poisson d’une autre manière, le

temps t qu’il faudra attendre pour enregistrer la kième oc-
currence successive du phénomène suit la loi Gamma, de

densité :

p(t) = βktk−1e−βt/Γ(k), (2)

β étant un paramètre d’échelle et Γ() dénotant la fonction
“gamma”, où Γ(k) = (k − 1)!. JOHNSON, KOTZ, et BALAKRI-
SHNAN (1994) donnent toute la théorie sur la distribution,

l’estimation des paramètres et le calcul relatifs à cette va-

riable.

Or, posons une loi Gamma en forme standard, avec

β = 1, à paramètre k entier 1, et de densité de probabilité :

p(t) = tk−1e−t/(k − 1)!. (3)

La variable t, conçue comme le délai d’attente du kième

événement d’une série d’événements indépendants et suc-

cessifs, peut être décomposée en k délais individuels tj , se-
lon :

t = t1 + t2 + · · ·+ tk; (4)

chaque délai tj répond à une loi Gamma de paramètre
k = 1 ou, équivalemment, à la loi Exponentielle standard,

1. Le modèle Gamma utilisant une valeur k entière est parfois désigné modèle ou loi d’Erlang.
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de densité :

p(tj) = exp(−tj). (5)

Qu’arrivera-t-il à notre variable globale, que nous bapti-

sons dorénavant T , si une restriction de durée est imposée
à chaque composante tj ou bien à l’ensemble des k compo-
santes de la série ? Par exemple, un matériau s’enflamme

si une série de 5 impulsions électriques de haut voltage

le traverse, chaque impulsion ayant un délai d’apparition

moyen de
1
2 s, à moins que le délai global des 5 impul-

sions, trop long, déborde 3 s. Une autre condition pour-

rait être que chaque impulsion dure en deçà de 1 s, sinon

il faut recommencer. Ou encore, pour transmettre le mes-

sage électrique à la cellule voisine du réseau, la cellule ner-

veuse doit recevoir 10 ou 15 impulsions synaptiques dans

un délai total de 0,1 s. Ainsi, si la condition de succès n’est

pas immédiatement atteinte, le processus continue, accu-

mulant le temps perdu, ce jusqu’à satisfaction.

Dans une situation donnée, quelle est la distribution de

probabilité de T , le délai global requis pour obtenir satis-
faction du critère ? Quelles sont l’espérance, la variance et

les autres propriétés de cette variable ? La contrainte de

durée maximale imposée pouvant revêtir diverses formes,

nous parlons ici de lois Gamma restreintes, au pluriel.

En introduisant la loi de Pascal restreinte en 1983 (voir

aussi LAURENCELLE, 2012), Laurencelle proposait déjà cette

famille nouvelle de variables statistiques. Les lois Gamma

restreintes constituent en effet des généralisations de la loi

des succès consécutifs (LAURENCELLE, 1987), d’origine his-

torique lointaine. LAURENCELLE (Mai 1996) semble en avoir

posé les premières assises.

Après avoir fixé les principaux éléments de notation

et de vocabulaire, nous aborderons à tour de rôle sept

réalisations spécifiques que nous jugeons intéressantes

dans la famille des lois Gamma restreintes, ces variantes

être campées en deux groupes, soit celui des lois dites indi-

viduelles et celui des lois totales, chacune étant considérée

avec ou sans réamorçage précoce.

Notation et vocabulaire
Simplifications initiales. La loi Gamma générale (JOHN-

SON et al., 1994, p. 337, éq. 17.1) comporte un paramètre

d’origine, un paramètre d’échelle et le nombre k qui
détermine l’ordre de la distribution. Nous posons d’emblée

l’origine à 0 et le paramètre d’échelle à 1 pour retrouver

la loi Gamma standard (3) et ses composantes Exponen-

tielles standard (5). La plupart des résultats et conclusions

présentés plus bas ne perdent pas leur généralité sous ces

simplifications. Rappelons que nous restreignons ici le pa-

ramètre k à des entiers naturels.
La loi Gamma régulière en forme standard a pour den-

sité g(t) et fonction de répartitionG(t) :

g(t) = e−t
tk−1

(k − 1)!

G(t) = e−t
∞∑
j=0

tk+j

(k + j)!
;

(6)

pour t ≥ 0. Ses moments principaux sont :

µ = σ2 = k,

γ1 = 2/
√
k,

γ2 = 6/k.

(7)

On peut scinder l’axe de la variable en deux segments, le

premier (Court) limitant supérieurement la variable t à la
valeur L, l’autre (Long) l’amorçant à cette valeur pour la
porter à l’infini, ce qui donne lieu à deux variables dis-

tinctes. Les fonctions génératrices suivantes :

GCn(k, L) =

∫ L

0

tk−1e−tdt

=
(k − 1 + n)!

(k − 1)!

[
1− e−L

k−1+n∑
r=0

Lr/r!

]
,

(8)

GLn(k, L) =

∫ ∞
L

tk−1e−tdt

=
(k − 1 + n)!

(k − 1)!
· e−L

k−1+n∑
r=0

Lr/r!

(9)

permettent d’obtenir respectivement les moments d’ordre

n, An etBn, de ces deux variables au moyen de :

An = GCn(k, L)/GC0(k, L);

Bn = GLn(k, L)/GL0(k, L),
(10)

en plus de définir par :

Π = Πk = GC0(k, L) (11)

la probabilité d’obtenir un k-tuplet ‘court’. Par exemple,A1

dénote l’espérance mathématique (la “moyenne”) de durée

d’un délai court, c.-à-d. dont la course est bornée par 0 et

L, tandis queB2 −B2
1 est la variance d’un délai long.

De plus et à toutes fins pratiques, il est utile de ca-

ractériser les ingrédients spécifiques associés à la loi ex-

ponentielle, c.-à-d. le cas spécial de la loi Gamma pour le-

quel k = 1. Comme le résume le Tableau 1 plus loin, nous
dénotons par tC et π la durée et la probabilité d’un élément
court (tel que t ≤ L) et par a1 et a2 ses deux premiers mo-
ments, puis par tL et ω la durée d’un élément long (t > L)
et sa probabilité, et par b1 et b2 ses moments. Noter que,
par exemple, a1 = A1.
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Tableau 1 Caractérisation de la loi Exponentielle restreinte

Élément p(t) E(t) E(t2) σ2(t)
tC π = 1− e−L a1 = [1− ω(1 + L)]/π a2 = [2− ω(2 + 2L+ L2)]/π σ2(tC) = [1− ω(2 + L2) + ω2]/π2

tL ω = e−L b1 = 1 + L b2 = 2 + 2L+ L2 σ2(tL) = 1

Notons enfin quelques sommes géométriques aux-

quelles nous devrons occasionnellement recourir :

Q1 =

k−1∑
r=0

xr = (1− xk)/(1− x), |x| < 1 (12a)

Q2 =

k−1∑
r=0

r · xr

=
1

(1− x)2
[
x− xk(k − (k − 1)) · x

]
(12b)

et

Q3 =

k−1∑
r=0

r(r − 1) · xr

=
1

(1− x)3
× (12c)[

2x2 − xkk(k − 1)(1− x)
2

+ 2k · x(1− x) + 2x2
]

Nous présentons maintenant et examinons quelques

variantes possibles de la famille de lois que nous avons

baptisées lois Gamma restreintes en considération de la
restriction de durée qu’on lui impose, la borne (temporelle)

L étant appliquée soit à chaque ingrédient (chaque compo-
sante Exponentielle de la loi Gamma considérée), soit à une

somme d’ingrédients successifs.

Loi GR[ICR] - Gamma à contrainte Individuelle, série
Complète avec Reprise
La série de k événements (tj , tj+1, · · · , tj+k−1) est

réalisée. À la fin, si tous les t < L, le temps accumulé (de-
puis j = 1) est validé, sinon la série entière est oubliée et
le processus recommence à j = k + 1.
Analyse : Le processus se déroule comme une

suite de groupes ou k-tuplets, jusqu’à l’obtention

d’un k-tuplet entièrement formé d’éléments courts,

(tCj
, tCj+1, · · · , tCj+k−1

). Le défaut de succès tient à l’ob-

tention d’un k-tuplet impropre, comprenant au moins 1
élément long, après l’achèvement duquel k-tuplet le pro-
cessus est relancé.

Chaque élément court ayant pour probabilité π, la pro-
babilité d’observer un groupe formé de k éléments courts

est évidemment πk et sa durée moyenne, égale à k × a1.
La probabilité d’obtenir un groupe différent est 1 − πk ;
quant à la durée M d’un tel groupe mixte, comportant

au moins 1 élément long, elle varie selon le nombre (de

1 à k) d’éléments longs qu’il contient. En général, le k-
tuplet contiendra k−r éléments courts et r éléments longs
(r > 0), et, probabilités mises à part, son moment d’ordre
n peut s’exprimer comme :

mk,r,n = E{tL(r) + tC(k−r)}n, (13)

de sorte que, par exemple, ses moments 1 et 2 sont :

mk,r,1 = r × b1 + (k − r)× a1, (14)

mk,r,2 = r×b2+r(r−1)×b21+(k−r)×a2+(k−r)(k−r−1)×a21.
(15)

Ainsi, l’espérance deM , un k-tuplet comportant au moins
1 élément long, est donnée par :

M =

∑k
1

(
k
r

)
ωrπk−r (r · b1 + (k − r) · a1)

1− πk
. (16)

Le processus de type GR[ICR] imite une loi

géométrique, qui guette l’apparition d’un groupe court,

apparition retardée par l’apparition possible de groupes

mixtes, soit, en calcul conditionnel
2
:

E(X) = πk × k × a1 + (1− πk)(M +X), (17)

la solution étant :

E(X) = k · a1 +
(1− πk) ·M

πk

=
k

πk
.

(18)

L’expression du moment 2 à l’origine, E(X2), n’a pu
être réduite. Nous obtenons :

E(X2) = k × a2 + k(k − 1)a21

+

k∑
r=1

(
k

r

)
(1− π)rπk−r(Z1 + Z2 + Z3 + Z4)/πk

(19)

2. Le calcul par conditionnement sur le ou les premiers événements peut s’illustrer simplement par le calcul des moments de la loi géométrique, de

fonction de masse p(n) = (1− π)n−1π. Le succès immédiat, pour n = 1, a pour probabilité π, alors que son contraire, à probabilité 1− π, ajoute +1
à son espérance, soitE(nr) = π × 1r + (1− π)× (1 + n)r . Pour le moment r = 1, la solution de cette équation donnera rapidementE(n) = 1/π ;
ainsi pour les autres moments.

The Quantitative Methods for Psychology 1252

http://www.tqmp.org
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.20982/tqmp.12.2.p123


¦ 2016 Vol. 12 no. 2

où :

Z1 = rb2 + r(r − 1)b21,

Z2 = (k − r)a2 + (k − r)(k − r − 1)a21,

Z3 = 2r(k − r)a1b1,
Z4 = (2rb1 + 2(k − r)a1)× E(X).

La “forme” de cette loi, représentant la réalisation

éventuelle d’un événement à probabilité donnée (ici, πk),
est certes acoquinée à celle de la loi géométrique, laquelle

aurait une probabilité de πk/k, soit l’inverse de E(X).
Cependant, le report de l’occurrence de l’événement es-

compté s’appuie non seulement sur la non-réalisation

de celui-ci mais sur la réalisation d’un événement plus

long (de grandeur moyenne M , indiquée plus haut), de
sorte que, par exemple, l’espérance E(X2) et la va-
riance associée excèdent les valeurs qu’aurait fait anticiper

l’espérance E(X).
Les moments d’ordre supérieur peuvent s’obtenir de la

même façon. Le tableau 3 (voir en fin de texte) présente

quelques valeurs représentatives de cette loi, à toutes fins

utiles.

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
L’étude de la densité et de la fonction de répartition de la

loi GR[ICR] dans son cas général n’a pas abouti. Seul le cas

le plus simple, celui pour k = 1, a été résolu et il corres-
pond aussi (trivialement) au cas pareil des lois GR[IT] et

GR[TCR] : la solution détaillée apparâıt plus bas, pour la loi

GR[IT], de même que quelques centiles illustratifs. Le ta-

bleau 3 fournit quelques centiles estimés pour deux cas de

la loi GR[ICR].

GR[IT] - Gamma à contrainte Individuelle et série
Tronquée
La série est amorcée jusqu’à concurrence soit de k

événements courts tj < L, soit au premier événement long
noté j′. Dans le premier cas, la série est validée, sinon la
durée j′ est épuisée et le processus ‘roule’, une nouvelle
série étant amorcée à j = j′ + 1.
Analyse : Le k-tuplet espéré peut se réaliser d’emblée, se-
lon une probabilité πk. À defaut d’une telle occurrence, un
premier temps long peut advenir avec probabilité 1 − π,
retardant d’un temps l’occurrence attendue selon X =
tL + X ; ou bien 1 temps court suivi d’un long, avec pro-
babilité (1−π)π, selonX = tC + tL+X , etc. Par exemple,
pour k = 3, nous avons :

X = π3(tC + tC + tC) + (1− π)(tL +X)

+ (1− π)π(tC + tL +X) + (1− π)π2(tC + tC + tL +X),

(20)

dont la solution est :

E(X) = 3a2+(1−π3)(b1+X)+(1−π)(π+2π2)a1 (21)

ou, généralement (voir (12) plus haut) :

E(X) =ka1 + (1− π)(Q1b1 +Q2a1)/πk

=
1− πk

πk(1− π)
,

(22)

une expression identique à celle l’espérance du nombre

d’essais requis pour obtenir k succès consécutifs dans un
processus de Bernoulli à probabilité π (LAURENCELLE, 1987,
2012). Nous trouvons aussi :

E(X2) = k · a2 + k(k − 1) · a21 +
(1− πk) [b2 + 2b1 · E(X)] + (1− π)

[
Q2 {a2 + 2a1b1 + 2a1E(X)}+Q3a

2
1

]
πk

. (23)

Nous ne sommes pas parvenu à réduire cette formule.

Distribution de probabilité (densité et répartition)

Nous nous sommes attaqué d’abord à la forme la plus

simple de la loi GR[IT], soit celle pour laquelle k = 1. Les
réalisations éventuelles de cette loi sont : tC , tL + tC , tL +
tL + tC , etc. Le temps court déterminant (tC ) peut donc
être précédé de zéro, un ou quelques temps longs. La pro-

babilité d’un temps court étant π = 1 − exp(−L), sa den-
sité pC(tC) est e−t/π, tandis que pour un temps long, on a
complémentairement pL(tL) = p(V1) = e−V /(1 − π) =

eL−V . Soit V2 = tL1 + tL2, la somme de deux temps longs :
tL1 varie deL à V −L, tL2 étant alors égal à V − tL1, d’où :

p(V2) =

∫ V−L

L

eL−t × eL−V+tdt (24)

= e2L−V (V − 2L). (25)

De même, pour la somme de n temps longs, la densité s’ob-
tient par :

p(Vn) =
enL−V (V − nL)

n−1

(n− 1)!
; (26)
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la densité relative dans la distribution de T , la durée totale
écoulée, est donnée en multipliant la densité ci-dessus par

la probabilité d’enregistrer n temps longs, soit (1 − π)n =
e−nL.
Pour calculer la densité globale p(T ), considérons le

continuum T ∈ [0..∞) comme étant découpé en segments
de mesure L. Dans le segment [0..L), seul un temps court
est admissible et T = tC . Dans [L..2L), un temps long est
requis, ne débordant pas 2L, et est suivi d’un temps court,
d’où T = tL + tC = V1 + tC . En général, dans le segment
[nL..(n+ 1)L), de 1 seul à un maximum de n temps longs
peuvent intervenir, selon leur probabilité propre (1−π)n,
et ils sont suivis d’un temps court. La détermination de

chaque densité constitutive et leur somme pondérée per-

mettent d’établir la densité globale de la variable T , selon
l’expression :

p(T ) =

bT/Lc∑
n=0

(1− π)
n
p(Vn). (27)

Dans l’exemple du segment [2L..3L), deux processus sont
admissibles, soit V1 + tC et V2 + tC . Dans la compo-
sante V1 + tC , la durée V1 a pour bornes de variation
T − L et T ; la borne inférieure T − L, plutôt que
L, est requise pour garder la variable tC sous la barre
L. La densité p1(T ) pour cette composante est alors la

convolution

∫ T
T−L pV1

(x)× pC(T − x)dx. Pour la compo-
sante V2 + tC , étant donné que par définition V2 >
2L, ses bornes sont simplement 2L et T , d’où p2(T ) =∫ T
2L
pV2

(x)× pC(T − x)dx. Dans les deux cas, la variation
de tC court de T − Vn à T . La composition de ces deux
densités, selon les probabilités πn = e−nL, produit :

p(T ) = (1− π)p1(T ) + (1− π)2p2(T )

= e−L
∫ T

T−L
pV1

(x)× pC(T − x)dx

+ e−2L
∫ T

2L

pV2(x)× pC(T − x)dx

= e−LeL−TL+ e−2Le2L−T ( 1
2T

2 + 2L− 2LT )

= e−T (L+ 1
2 (T 2 + 2L− 2LT ))

(28)

L’application de cette analyse permet de trouver des ex-

pressions de la fonction de densité pour chaque segment

temporel, voire une expression générique pour le segment

[nL..(n+ 1)L). Le tableau 2 plus loin présente ces expres-
sions de même que les fonctions de répartition correspon-

dantes. Nous n’avons pu obtenir de résultats utiles pour

k > 1.
Les moments de la loi GR[IT] sont illustrés au tableau

3. Quant aux centiles, le tableau présente aussi les valeurs

exactes pour des lois où k = 1 ainsi que des estimations
Monte Carlo pour k = 4 et 6.

GR[ITP] - Gamma à contrainte Individuelle, série
Tronquée avec Plafonnement
Le processus GR[ITP] est le frère du processus GR[IT]

ci-dessus, sauf que, en cas d’invalidation par l’occurrence

d’un temps long, tj ≥ L, ce temps tL est tronqué et réduit
à L, suite à quoi une nouvelle série est amorcée.
Analyse : La durée moyenne de l’élément long, notée b1,
est ici ramenée à sa borne inférieure L. Il suffit donc
d’opérer la substitution dans les équations correspon-

dantes associées à la loi GR[IT], d’où, ici :

E(X) =
1− πk

πk−1(1− π)
. (29)

Quant à E(X2), sa formule est semblable à celle associée
à la loi GR[IT], sauf qu’ici, tel que mentionné, E(tnL) ≡ Ln
pour tout n au lieu de bn. Des données illustratives appa-
raissent au tableau 3.

Distribution de probabilité (densité et répartition)

Tout comme pour la loi GR[IT] traitée précédemment,

nous n’avons pu déterminer la densité et la fonction

de répartition de la loi GR[ITP] que pour k = 1. Les
réalisations éventuelles du processus dans ce cas sont T =
tC , L+tC , L+L+tC , etc., ouT = rL+tC , r ≥ 0. Or, tC , qui
représente ici, avec r, la seule variable proprement dite, a
une densité exponentielle, e−t/(1 − e−L), qui ne change
pas de forme selon sa position dans l’axe de mesure, donc

qui reste indépendante d’un éventuel retard, r × L : la loi
résultante est donc une Exponentielle simple, de densité

e−T et fonction de répartition 1 − e−T , caractérisée par
E(T ) = σ2 = 1, γ1 = 2 et γ2 = 6.
Le tableau 3 présente les calculs pour la loi GR[ITP]

selon k = 1 et tout L de même que des estimations
Monte Carlo pour deux autres cas. Le tableau fournit aussi

quelques centiles estimés pour deux cas de la loi GR[ITP].

GR[TCR] - Gamma à contrainte Totale, série Complète
avec Reprise
La série de k événements est réalisée, et seule la somme

des temps individuels est considérée. À la fin, si Tk =∑k
tj < L, la série est validée, sinon une nouvelle série

est produite.

Analyse : La somme Tk générale est une variable Gamma
standard d’ordre k, d’espérance et variance égales à k
(cf. Eq. 7). Les moments de ses temps court et long, soit

E(TnC) = An et E(TnL ) = Bn, sont donnés aux Eqs.
(10). Cela étant, le k-tuplet représenté par Tk est traité
ici comme une unité à comportement binaire, son cas fa-

vorable (TC ) ayant probabilité Π = Πk et le processus
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Tableau 2 Densités p(T ) et fonctions de répartition P (T ) d’une variable T de loi GR[IT] en fonction du segment temporel de
largeur L. Noter que, en dernière ligne, n = bT/Lc.

Intervalle p(T ) P (T )
0 à L e−T 1− e−T
L à 2L e−T (T − L) 1− e−T (1 + (T − L))
2L à 3L e−T (L+ (T − 2L)2/2) 1− e−T (1 + (T − L) + (T − 2L)2/2)
3L à 4L e−T (L+ (2LT − 5L)2/2 + (T − 3L)3/6) 1− e−T (1 + (T − L) + (T − 2L)2/2 + (T − 3L)3/6)

nL à (n+ 1)L e−T
[∑n−1

k=1
{(T−kL)k−(T−(k+1)L)k}

k! + (T−nL)n
n!

]
1− e−T

∑n
k=0

(T−kL)k
k!

évoluant selon une simple loi géométrique, à l’instar du

processus GR[ICR] traité plus haut. Nous avons donc :

E(Xn) = Π× TnC + (1−Π)× (TL +X)n, (30)

d’où, pour l’espérance :

E(X) = Π×A1 + (1−Π)× (B1 +X), (31)

donnant éventuellement :

E(X) = k/Π. (32)

L’espérance de X2
, la variance de X et ses moments

supérieurs s’obtiennent pareillement (voir le tableau 3).

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Rien de trouvé pour le cas général. Fait exception le cas

spécial avec k = 1, dont la solution correspond (trivia-
lement) au cas similaire de la loi IT (voir plus haut, où le

détail de la solution est donné de même que quelques cen-

tiles) et de la loi ICR.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour

deux cas de la loi GR[TCR].

GR[TCC] - Gamma à contrainte Totale, série Complète
avec Continuation
La série de k événements (tj , tj+1, · · · , tj+k−1) est

réalisée. À la fin, si Tk =
∑
tj < L, la série est va-

lidée, sinon la série se déplace d’un élément, devenant

(tj+1, tj+2, · · · , tj+k), et le test sur la nouvelle Tk est re-
pris, jusqu’à couronnement.

Analyse : La succession éventuelle des essais, sanctionnée
par la variable successive T (j + 1) = T (j)− tj + tj+k , est
ainsi marquée d’une dépendance d’ordre (k− 1)/k. L’ana-
lyse ne nous a jusqu’à présent rien donné de concluant

concernant la châıne de probabilités relatives au roule-

ment de la châıne , ni selon l’accroissement de L, ni selon
lamodification de k. Un processus auto-régressif est en jeu.
À défaut de nouvelles pistes d’élucidation et à titre pro-

visoire, le tableau 3 offre des estimations Monte Carlo pour

les moments de la variable.

Distribution de probabilité (densité et répartition) : En-
core à trouver.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour

deux cas de la loi GR[TCC].

GR[TR] - Gamma à contrainte Totale et Réamorçage
précoce
La série est amorcée jusqu’à l’obtention de k

événements dont la somme complète est acceptable

(
∑k

tj < L) ou jusqu’à l’accumulation d’une somme par-
tielle débordante (

∑r
tj ≥ L, 1 ≤ r ≤ k). Dans le pre-

mier cas, la série est validée, sinon une reprise à neuf est

amorcée dès l’écoulement de l’événement produisant le tj
fatal.

Analyse : Le passage d’un degré r de durée totale courte
à l’autre (r = 1 à k) se fait par probabilités π1, π2|1 =
π2/π1, π3|2 = π3/π2, etc. la durée complète aboutis-
sant à A1 avec probabilité Πk. Notons par ailleurs que

la première occurrence
∑r

tj > L produit un pre-
mier élément long (tL) d’espérance b1, quel que soit r,
plutôt qu’un élément d’ordre r et à espérance B(r, L).
Les détours ralentissants ont pour probabilités successives

1 − π1 pour (t1)L + X = tL + X,π1 × (1 − π2|1) (pour
(t1 + t2)L +X = tL +X), etc., ces probabilités correspon-
dant à 1 − π1, π1 − π2, · · · , πk−1 − πk , soit globalement à
1− πk = 1−Π . La solution générale est donc :

E(Xn) = Π× E(TnC) + (1−Π)× E(tL +X)n, (33a)

d’où :

E(X) = A1(k, L) + (1−Π)b1/Π (33b)

E(X2) = A2(k, L) + (1−Π)(b2 + 2b1 × E(X))/Π.
(33c)

Les moments d’ordre supérieur s’obtiennent semblable-

ment : voir le tableau 3.

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Nous n’avons rien trouvé de substantiel.

Le tableau 3 fournit quelques centiles estimés pour

deux cas de la loi GR[TR].
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GR[TRP] - Gamma à contrainte Totale, durée Plafonnée
et Réamorçage précoce
Le processus TRP dérive du processus TR ci-dessus, sauf

que, si le total
∑r

tj → L, la série est stoppée dès l’atteinte
de L, puis reprise à neuf.
Analyse : Le temps long étant ramené à sa borne
inférieure, espérance et variance sont réduites. De plus, tel

que développé dans LAURENCELLE (1998, p. 20 seq.), la fixa-

tion du plafond L à la somme partielle
∑r

tj permet de
résumer celle-ci à la valeur L et à la probabilité agglutinée
1 − Πk. Quant au temps court TC et à sa probabilité Π, ils
sont comme ci-devant.

Ainsi, pour les deux premiers moments, nous avons :

E(X) = Πk ×A1 + (1−Πk)(L+X)

= A1 + (1−Πk)L/Πk

(34)

E(X2) = Πk ×A2 + (1−Πk)(L2 + 2LE(X))

= A2 + (1−Πk)(L2 + 2LE(X))/Πk,
(35)

la variance étant alors :

var(X) = E(X2)− [E(X)]2

= A2 −A2
1 + L2(1−Πk)/Π2

k.
(36)

Distribution de probabilité (densité et répartition) :
Prenons l’exemple d’un processus d’ordre k = 2. Celui-ci
aboutit d’emblée si T = t1 + t2 ≤ L, avec probabilité
Π2. Sinon, t1 peut déborder et plafonner à L, auquel cas
la série prend la forme T = L + T , avec probabilité p1,
ou bien t1 + t2 peut déborder et plafonner à L, donnant la
série identique T = L + T avec probabilité p2. Le réseau
des châınes du processus étant ainsi complété, il est appa-

rent queΠ2 +p1 +p2 = 1, d’où p1 +p2 = 1−Π2, la preuve

s’étendant pour tout k > 2.
Ainsi, à quelque élément tr du k-tuplet que se pro-

duise la violation
∑
t > L, la probabilité attachée à cette

phase est égale et elle est proportionnelle à 1−Πk. La den-

sité ainsi décrite est multipartite et apparâıt comme une

répétition de densités Gamma, chaque cycle-L subséquent
ayant son amplitude réduite par un facteur 1−Πk par rap-

port au cycle antécédent. La densité de T , qui s’étend de 0 à
∞, s’exprime ainsi par paliers successifs d’étendue L, soit
g(T ) pour 0 < T ≤ L, (1−Πk)g(T−L) pourL < T ≤ 2L,
(1−Πk)2g(T−2L) pour 2L < T ≤ 3L, etc. Cette structure
par étage de la densité donne lieu à la formule suivante :

p(T ) = (1−Πk)r × g(T − r × L), (37)

où r = bT/Lc, (r − 1)L < T ≤ rL, et g(x) renvoie à la
densité Gamma standard. La fonction de répartition cor-

respondante est alors :

P (T ) = Πk

r∑
j=1

(1−Πk)
j−1

+ (1−Πk)r ·G(T − rL),

= 1− (1−Πk)r + (1−Πk)r ·G(T − rL)

(38)

où r = bT/Lc et G(x) est la fonction de répartition
Gamma standard.

Quant aux moments d’ordre n, E(Tn), ils s’obtiennent
par

∑
r(1 − Πk)r ×

∫
g(t) × (t + rL)ndt pour 0 < t ≤

L, T > 0 et r allant de 0 à∞ ; le lecteur se rappellera que,
par exemple,

∫
g(t)dt = Πk,

∫
t g(t)dt = ΠkA1, etc. Ce

calcul reproduit celui par conditionnement présenté plus

haut. Le tableau 3 présente des valeurs illustratives pour

cette loi.

Bilan et perspectives
Les sept lois, ou variantes, de la famille des lois Gamma

restreintes examinées ici n’épuisent pas le domaine des va-

riantes possibles : citons par exemple un processus dans le-

quel chaque composante devrait respecter une contrainte

LI alors que le total serait assujetti à une autre, LT , ou en-
core un dans lequel seules r parmi les k composantes du
k-tuplet seraient soumises à la contrainte individuelle, etc.
Notre intention ici n’était pas d’établir un répertoire ex-

haustif des éléments de cette famille. Nous nous sommes

limité à illustrer la richesse de cette idée et avons tenté d’en

proposer, bien maladroitement, certaines solutions.

Le lecteur constatera facilement lui-même le travail

qu’il reste à accomplir pour que, déjà, les variantes exa-

minées ici reçoivent le traitement complet que chacune

mérite. Il restera aussi à s’intéresser au problème de l’es-

timation des paramètres et aux approximations possibles

des distributions.

Note de l’auteur
Une première version, incomplète, de cet article a paru

en 1998, dans Lettres Statistiques (LAURENCELLE, 1998).
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Tableau 3 Tableau numérique illustratif
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