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des séries de deux ou plusieurs types d’éléments
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Introduction
Lorsque des événements se produisent l’un après

l’autre et peuvent être classés en deux ou plusieurs

catégories ou types, leur enregistrement peut se faire sous

la forme de la série de leurs types observés. C’est à l’étude

de ces séries que nous nous attardons dans cet article. Pre-

nons l’exemple de l’arrivée des 12 premiers amateurs de

hockey sur glace à la porte de l’aréna, un soir donné. La

liste ordonnée des personnes (Pi) pourrait être notée :{
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12

}
.

Si, maintenant, nous catégorisons chaque personne selon

un aspect de son statut civil, soit Enfant (J, moins de 18 ans),

Âıné(e) (A, 65 ans et plus), Homme (H) et Femme (F), nous

obtienons la série suivante :{
H H J F H J H A A A F H

}
.

L’étude statistique des séries d’observations contenant

deux à plusieurs types d’éléments en est encore à ses

débuts, malgré de belles percées en analyse combina-

toire. Les chercheurs en éthologie quantitative, pour qui

les séries d’observations catégorielles sont le pain quoti-

dien, en sont largement encore à un stade descriptif et le

traitement probabiliste de leurs châınes de données reste

décevant (LAURENCELLE, 1986).

Y a-t-il une structure statistiquement démontrable dans

la série présentée ci-dessus? À défaut d’une trousse d’ana-

lyse séquentielle adéquate, nous ne pourrons pas répondre

à la question posée dans son sens général. Nous pouvons

toutefois préciser notre question et demander par exemple

s’il y a un type d’éléments qui domine en nombre un autre

type, si les éléments de même type ont tendance à se grou-

per ou à se fuir, s’il y a un type d’éléments qui se groupent

de façon extraordinaire. La réponse à la première ques-

tion, sur le rapport entre les nombres d’éléments, est déjà

connue et n’entre pas dans le cadre de ce texte. Nous ten-

terons plutôt d’étudier des questions pareilles aux deux
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dernières, en identifiant à chaque fois le contexte d’obser-

vation et la question posée.

La section suivante précise le cadre et les notations

de cet essai et présente les différentes quantités, ou va-

riables, qui seront à l’étude. Nous passerons ensuite en re-

vue, à tour de rôle, les séries et suites d’éléments binaires

donnés, les séries d’éléments binaires libres, les séries

d’éléments multiples donnés, enfin les séries d’éléments

multiples libres. Rappelons que, par « suite », on désigne

une portion de série ou séquence constituée d’éléments

d’un même type ; un élément d’un type donné précédé ou

suivi d’éléments d’autres types constitue aussi une suite.

À chaque occasion, référence sera faite aux sources docu-

mentaires consultées.

Notation, variables et cadres d’observation
Soit des éléments catégorisés en k types distincts, ou

des boules identiques mais de k couleurs différentes. La
série observée présente n éléments Xi, i = 1 à n , com-
portant n1 éléments de type 1, n2 de type 2, ..., nk de type
k, avec n = n1 + n2 + · · · + nk. Pour illustration, chaque
type d’élément est dénoté par une lettre minuscule, e.g. a,
b, etc. Reprenons l’exemple donné plus haut, soit la série :{

c c a d c a c b b b d c
}
, (1)

série qui comporte n = 12 éléments, dont na = 2, nb = 3,
nc = 5 et nd = 2.
Le nombre total de suites, dénoté S, correspond au

nombre de séquences d’éléments de même type dans la

série. En analysant la série (1), nous obtenons :

cc | a | d | c | a | c | bbb | d | c,

soitS = 9 suites, au total, i.e. 2, 1, 4 et 2 suites des types 1(=
a), 2(= b), 3(= c) et 4(= d) respectivement. Dans l’illustra-
tion ci-dessus, une barre verticale sépare les éléments suc-

cessifs de deux types différents : notons que le nombre de

barres dénote aussi le nombre de changements de type et

correspond au nombre S moins 1. La variable S prend des
valeurs entières, depuis un minimum égal à k (ou

∑
n0j )

s’il y a k types différents représentés dans la série, jusqu’à
un maximum égal àmin{n, 1 + 2[n−max(ni)]}.
Dans la série ci-dessus, on compte 7 suites de longueur

1, soit L1 = 7, 1 de longueur 2 (L2 = 1) et 1 de longueur
3 (L3 = 1). La variable Lt satisfait les relations Lt ≥ 0 et∑
t×Lt = n ; ici 1× 7 + 2× 1 + 3× 1 + 4× 0 + ... = 12.
Il est intéressant de considérer aussi les suites en-

châınées, ou châınes, de différentes longueurs. Nous appe-

lons châıne de longueur t une suite d’au moins t éléments
de même type, que celle-ci soit enchâssée ou non dans

une suite plus longue. La série (1) présente 1 châıne de

longueur 3 (« bbb »), ou C3 = 1 ; 3 châınes de longueur

2 (C2 = 3), soit la châıne propre «cc» et les deux sous-
châınes « bb. » et « .bb » ; enfin, n châınes de longueur 1
(C1 = n).
La relation entre le nombre de châınes d’une longueur

donnée et le nombre de suites est facile à établir. Notons

que chaque suite de longueur t donne une châıne demême
longueur ; que chaque suite de longueur t + 1 donne 2
châınes de longueur t (en utilisant les éléments 1 à t, puis 2
à t+1) ; que chaque suite de longueur t+2 donne 3 châınes
de longueur t, ainsi de suite. Il appert ainsi que :

Ct =
∑
u≥1

u× Lt − 1 + u. (2)

Ainsi, dans notre exemple, nous obtenons C3 = 1 ×
L3 = 1 et C2 = 1 × L2 + 2 × L3 = 1 × 1 + 2 × 1 = 3.
Notons l’ensemble des relations (2) en tableau, comme :

C1 =L1 + 2× L2 + 3× L3 + 4× L4 + 5× L5 + . . . = n;

C2 =L2 + 2× L3 + 3× L4 + 4× L5 + . . . ;

C3 =L3 + 2× L4 + 3× L5 + . . . ;

etc.

(1)

Nous remarquons que chaque Ct contient Lt, plus un
excédent si t > 1. La contre-relation :

Lt = Ct − 2× Ct+1 + Ct+2 (3)

restitue proprement le nombre de suites de longueur t à
partir des nombres de châınes. Pour notre exemple, avec la

longueur de suite 1, nous obtenonsL1 = C1−2×C2+C3 =
12− 2× 3 + 1 = 7.
La longueur maximale de suite observée ici est 3,

ou Lmax = 3. Notons que Lmax prend des valeurs
entières, depuis un minimum de 1 jusqu’à un maximum

demax(nj).
Finalement, nous pouvons nous intéresser aux

répétitions, R, soit le nombre total d’apparitions d’un
élément succédant à un autre de même type. Dans la série

(1), nous dénombrons R = 3 répétitions, réparties en 0,
2, 1 et 0 répétitions selon le type. Une suite de longueur t
contient t− 1 répétitions, d’où la correspondance :

R =
∑
t≥1

(t− 1)× Lt. (4)

La relation (4) peut s’écrire
∑

(t × Lt) −
∑

1 ou,

équivalemment, n−S, puisque
∑
t≥1 1 désigne le nombre

total de longueurs de suites, i.e. le nombre de suites.

Remarquant de plus que chaque châıne de longueur 2

contient 1 répétition, nous obtenons l’égalité importante :

R = n− S = C2. (5)

Une autre quantité, les répétats (R′), ou « éléments
répétés », désigne le nombre de fois que les types sont
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répétés, i.e. le nombre d’occurrences d’éléments au-delà de

leur première apparition. Dans une série donnée affichant

k types d’éléments, nous avons évidemment R′ = n − k,
ou 12 - 4 = 8 pour la série (1) en exemple. En général, nous

observonsR′ = n−
∑
n0j .

Deux cadres d’observation pour nos séries sont pos-

sibles. Premièrement, nous pouvons considérer la série

{ Xi, i = 1 à n }, comme étant donnée avec sa

liste d’éléments et étudier l’une ou l’autre des variables

de série sous l’univers des n! permutations possibles
de ses n éléments : c’est une série d’éléments donnés,
que ceux-ci soient de 2 types (binaires) ou de k ≥ 2
types (multiples). Deuxièmement, nous pouvons étudier

un processus générateur d’éléments, chaque élément de

type j ayant une probabilité constante πj d’apparâıtre,
indépendamment des éléments voisins. Ce processus pro-

duit à volonté des séries d’éléments, que nous appelons

séries d’éléments libres. Ce processus peut être binomial,

avec 2 types d’éléments, selon le vecteur générateur :(
a b
π 1− π

)
(6)

et, pour des séries de n éléments, avec les probabilités d’ap-
parition des éléments de chaque type :

B(n1, n2|n, π, 1− π) =

(
n1 + n2
n1

)
πn1(1− π)n2 , (7)

où

(
n
x

)
dénote le nombre de combinaisons de n objets

pris x à la fois, ou n!/[x!(n− x)!]. Le processus général est
multinomial, avec k ≥ 2 types d’éléments, selon le vecteur
générateur : (

a b . . . k
πa πb . . . πk

)
(8)

et, pour des séries de n éléments, avec les probabilités d’ap-
paritions :

M(n1, n2, . . . , nk|n, π1, π2, . . . , πk) =(
n

(nj)

)
πn1
1 × π

n2
2 × · · · × π

nk

k ,
(9)

où

(
n

(nj)

)
est le coefficient multinomial, égal à n!/[n1! ×

n2!× · · · × nk!].
L’article de A. M. Mood paru en 1940, The distribu-

tion theory of runs , est une source fondamentale sur les

mathématiques des suites. Les théorèmes et résultats les

plus nombreux, sur les séries et les suites, touchent surtout

deux parmi les quatre catégories de séries ci-dessus men-

tionnées, soit les séries d’éléments binaires donnés et les

séries d’éléments multiples libres. Bien que plusieurs ques-

tions demeurent sans réponse au sujet de quelques-unes

des variables d’étude énumérées, les données disponibles,

publiées ou non, sont néanmoins abondantes. C’est pour-

quoi nous nous contenterons de présenter ici les résultats

qui nous paraissent les plus intéressants ou les plus utiles,

sans en reproduire la démonstration.

Les séries d’éléments binaires donnés
Nous observons une série d’éléments de deux types,

par exemple une file d’hommes et de femmes à l’arrêt d’au-

tobus, le signe positif ou négatif de l’écart (ou résidu) d’une

valeur mesurée par rapport à la fonction de régression qui

lui sert de modèle, le côté apparent, face ou pile, d’un je-

ton lancé n fois. Nous comptons n1 éléments de type a,
n2 de type b, avec n = n1 + n2. Les n éléments donnent
lieu à n! permutations ; parmi celles-ci, les éléments de
même type peuvent être interchangés sans modifier les

propriétés de la série ni la valeur des variables mesurées.

Il reste donc

(
n
n1

)
arrangements mutuellement discri-

minables, tous équiprobables quant au nombre d’éléments

de chaque type, mais qu’en est-il de la probabilité des

suites, de leurs longueurs, des répétitions d’éléments?

Le nombre total de suites, S

Le nombre total de suites, S, partant d’un minimum de
2, peut aller jusqu’à n, si n1 = n2, ou jusqu’à 1 + 2 ×
min(n1, n2) si n1 6= n2. MOOD (1940), BRADLEY (1968) et
d’autres démontrent que la distribution de probabilités de

S obéit à la paire de formules suivante, selon que S est pair
ou impair :

p(S = 2u) =
2
(
n1

u−1
)(

n2

u−1
)(

n
n1

) ;

p(S = 2u+ 1) =

(
n1−1
u−1

)(
n2−1
u

)
+
(
n1−1
u

)(
n2−1
u−1

)(
n
n1

) .

(10)

Les quatre premiers moments sont donnés dans Lauren-

celle (1995 ; voir aussi Laurencelle et Dupuis, 2000) et sont :

µ(S) = 1 +
2n1n2
n

; (11a)

σ2(S) =
2n1n2 (2n1n2 − n)

n2 (n− 1)
=

(µ− 1) (µ− 2)

n− 1
; (11b)

γ1(S) =

√
n− 1

2(n− 2)
2 ×

16n21n
2
2 − 4n1n2n (n+ 3) + 3n3√
n1n2(2n1n2 − n)

3
;

(11c)
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γ2 =
(n− 1)[n4(8n1n2 − 13)− 7n5 + 2n3(52n1n2 + 3)− 120n2n21n

2
2 + 24n× n21n22(n1n2 − 6) + 144n31n

3
2]

2n1n2(2n1n2 − n)2(n− 2)(n− 3)
−3 (11d)

WEISS (1988) propose une dérivation très simple de

l’espérance (11a).

Des tables de valeurs critiques de S, pour 2 ≤ n1,
n2 ≤ 20 et 21 ≤ n1 = n2 ≤ 100, se trouvent un peu
partout, par exemple dans OWEN (1962) ; la plupart pro-

viennent de SWED et EISENHART (1943). Malgré l’ultime nor-

malité de S pour un rapport n1/n2 constant et n croissant,
la distribution est négativement asymétrique, l’indice γ1
ayant pour facteur−(n1 − n2)2, de sorte que l’approxima-
tion normale simple reste boiteuse. LAURENCELLE et DUPUIS

(2000) proposent une meilleure approximation, basée sur

une série de Edgeworth à trois termes (voir plus bas), de

même qu’un jeu complet de valeurs critiques correspon-

dant aux percentiles 0,005, 0,01, 0,025, 0,05, 0,95, 0,975, 0,99

et 0,995, ce pour 2 ≤ n1, n2 ≤ 50.
Une autre statistique des séries, soit le nombre de tran-

sitions (ou variations) d’un type à l’autre d’élément, est liée

naturellement au nombre S de suites et égale à S − 1.

Le nombre de suites pour l’élément « a », S1

On peut s’intéresser aussi à l’un seul des deux éléments

de la série binaire, disons l’élément a. S’il y a n1 éléments
de ce type, n2 de l’autre et n = n1+n2, le nombre de suites
S1 des éléments a varie entremin(1, n1) etmin(n1, b(n+
1)/2c). La distribution de probabilités de S1 est :

p(S1) =

(
n1−1
S1−1

)(
n2+1
S1

)(
n
n1

) (12)

avec, pour moments :

µ(S1) =
n1 (n2 + 1)

n
; (13a)

σ2(S1) =
n1n2 (n1 − 1) (n2 + 1)

n2 (n− 1)
=
µ (µ− 1)

n− 1
; (13b)

γ1 =
4n1 (n2 + 1)− n (n+ 2)√
n1n2(n1−1)(n2+1)(n−2)2

n−1

; (13c)

γ2 =
6n4

1 (5n− 6)− 12n3
1 (n+ 1) (5n− 6) + 6n2

1

(
7n3 + 7n2 − 13n− 6

)
+ 6n1n (n+ 1)

(
2n2 + 3n− 6

)
− n2 (n− 1) (n+ 1) (n+ 6)

n1n2 (n1 − 1) (n2 + 1) (n− 2) (n− 3)
.

(13d)

La longueur maximale de suite, Lmax

(BRADLEY, 1968, p. 255 et suiv.) développe

ingénieusement une expression fournissant la probabilité

que la série comporte au moins une suite d’au moins L (=
Lmax) éléments d’un type ou l’autre. L’expression globale
est :

Pr{Lmax ≥ L} = Pr{Lmax1
≥ L}+ Pr{Lmax2

≥ L} − Pr{Lmax1
≥ L et Lmax2

≥ L}, (14)

où Lmaxj
réfère à une suite d’éléments de type j (j = 1 ou 2). Les ingrédients sont :

Pr{Lmax1
≥ L} =

(
n

n1

)−1 n1/L∑
i=1

(−1)i+1

(
n2 + 1

i

)(
n− i× L

n2

)
, (15a)

Pr{Lmax2
≥ L} =

(
n

n1

)−1 n2/L∑
i=1

(−1)i+1

(
n1 + 1

i

)(
n− i× L

n1

)
, (15b)
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Pr{Lmax1
≥ L et Lmax2

≥ L} =

(
n

n1

)−1 n1−L+1∑
s1=1

{A (s1) [B (s1) + 2C (s1) +D (s1)]} , (15c)

où :

A(s1) =

(n1−s1)/(L−1)∑
i=1

(−1)i+1

(
s1
i

)(
n1 − 1− i× (L− 1)

s1 − 1

)
;

B(s1) =

(n2−s1+1)/(L−1)∑
i=1

(−1)i+1

(
s1 − 1

i

)(
n2 − 1− i× (L− 1)

s1 − 2

)
;

C(s1) =

(n2−s1)/(L−1)∑
i=1

(−1)i+1

(
s1
i

)(
n2 − 1− i× (L− 1)

s1 − 1

)
;

D(s1) =

(n2−s1−1)/(L−1)∑
i=1

(−1)i+1

(
s1 + 1

i

)(
n2 − 1− i× (L− 1)

s1

)
.

À partir de (14), la probabilité d’obtenir la longueur

maximale L est évidemment pLmax(L) = Pr{Lmax ≥
L} − Pr{Lmax ≥ L + 1}. Nous n’avons pas trouvé
d’expression pour les moments de Lmax. L’étude des va-
leurs calculées de l’espérance, cependant, montre que, 1)

pour n1 constant et n2 > n1, l’espérance de Lmax crôıt
linéairement avec n2, et que 2) pour n1 = n2, l’espérance
augmente comme le logarithme de n1 (ou n2), en fait
µ(Lmax) ≈ 0, 039 + 1, 7× loge(n1 + 0, 7).
Il n’y a pas, à notre connaissance, de tables assez

complètes de valeurs critiques pour Lmax. C’est pourquoi
nous avons préparé le tableau 1 à la fin de cet article, qui

permettent de décider si, aux différents seuils de probabi-

lité 0,05, 0,01 et 0,001, la longueur de suite maximale Lmax
dans une série est significative d’un groupement trop im-

portant pour être attribué au hasard, ce pour les valeurs

1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ 100+ et n2 − n1 ≤ 10.

Autres aspects de la série

Les séries d’éléments binaires donnés, qui sont un cas

particulier des séries d’éléments multiples donnés, com-

portent des aspects autres que le nombre ou la longueur

maximale des suites. Nous étudierons ces aspects avec le

cas général d’éléments multiples.

Un exemple

L’exemple qui suit est repris de LAURENCELLE (1995).

Supposons une machine qui produit des items en série,

au rythme d’un item par unité de temps. Quelques-

uns des items produits ont un défaut, d’origine incon-

nue. L’ingénieur en charge prend note d’une série de

n = 46 items, laquelle contient 8 items défectueux. Ces
défectuosités se produisent-elles au hasard ou ont-elles

tendance à apparâıtre par groupes? L’examen de la série

des 46 items permet de dénombrer (S =) 9 suites, au total :
ces suites sont-elles trop peu nombreuses pour que l’ap-

parition des défectuosités soit imputée au hasard? Afin de

répondre à la question au seuil de signification de 0,01, il

suffit d’établir P (9) = p(S ≤ 9), exactement ou en ap-
proximation, puis vérifier si P (9) ≤ 0, 01.
Les formules (11a) à (11d) des moments de S, pour

n1=8 items défectueux et n2 = 38 corrects, permettent
d’établir l’espérance (µ) 14,2174, la variance (σ2

) 3,5885

et l’écart-type (σ) 1,8943, l’indice d’asymétrie (γ1) -0,4503
et l’indice d’aplatissement (γ2) -0,0955. L’approximation
normale, avec correction de continuité, a pour formule

z = (S ± 1
2 − µ)/σ et P (S) ≈ Φ(z), Φ() étant la fonc-

tion de répartition de la loi normale standard. Nous calcu-

lons z = (9 + 1
2 − 14, 2174)/1, 8943 ≈ −2, 490. Puisque

Φ(−2, 490) ≈ 0, 00639, on déclarerait que le nombre de
suites,S = 9, est significativement bas et que les anomalies
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de production tendent à apparâıtre par groupes. L’autre

approximation, que nous recommandons lorsque n1 6= n2,
se base sur le même écart-réduit z, puis P (S) ≈ Φ(z) −
φ(z)

[
γ1
6

(
z2 − 1

)
+ γ1

24

(
z3 − 3z

)
+

γ2
1

72

(
z5 − 10z3 + 15z

)]
,

φ() étant la densité normale standard. Utilisant encore
z = −2, 490, nous obtenons ici P (9) = Φ(−2, 490) −
φ(−2, 490)× [γ1(0, 8667)+γ2(−0, 3320)+γ12(0, 2960)] ≈
0, 0118, un résultat non significatif au seuil choisi de
0,01. Le calcul exact de P (9), à l’aide de la distribution
(10), donne une probabilité cumulative de 0,01283, donc

un résultat non significatif. Enfin, la table publiée dans

LAURENCELLE et DUPUIS (2000, p. 161-169) donne, pour

α = 0, 01, n1 = 8 et n2 = 38, la valeur critique 8 :
notre résultat, S = 9, n’est décidément pas significatif : au
seuil de 0,01, on ne peut pas affirmer que les défectuosités

constatées dans la production d’items en série tendent à

être séquentiellement groupées.

Les séries d’éléments binaires libres
Nous sommes ici face à un processus générateur pro-

duisant des éléments de deux types, disons les éléments

a et b, avec probabilités respectives π et 1 − π. Chaque
production est un essai de Bernoulli, et une série de pro-

ductions constitue une série de Bernoulli, en admettant

que les probabilités sont constantes et que chaque pro-

duction est indépendante des autres. Ainsi, dans une série

anticipée de n essais de Bernoulli, les nombres n1 et n2
d’éléments des deux types sont des variables aléatoires,

sujettes à n1+n2 = n, en plus de l’ordre des éléments de
la série et des variables qui en découlent. Les nombres

binomiaux n1, n2 obéissent à la loi binomiale (7), disons
p(n1, n2|n, π).

Le nombre total de suites, S

La distribution de S, le nombre total de suites, dépend
bien entendu des nombres n1 et n2 d’éléments présents.
Pour n1 et n2 donnés, les expressions (10) fournissent la
probabilité conditionnelle, p(S|n1, n2) d’obtenir S suites
dans la série. La probabilité cherchée ici est celle d’obser-

ver S suites dans une série quelconque de n essais de Ber-
noulli, à probabilités π et 1 − π, soit p(S|n, π). On obtient
cette probabilité en convoluant la distribution de S avec
celle de n1, n2, c’est-à-dire :

p(S|n, π) =

n∑
n1=0

p (S|n1, n− n1)× p (n1, n− n1|n, π) .

(16)

Ce calcul, assez laborieux, a permis d’établir les tables 2 et 3

de valeurs critiques deS à différents seuils de signification,
ce pour π = 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6 et 1/10 et n ≤ 50. Pour S =
1, nous avons simplement p(S = 1|n, π) = πn + (1− π)n.
Enfin, le cas particulier d’éléments équiprobables, i.e. pour

lesquels π = 1 − π = 1
2 , est repris avec le cas général

d’éléments multiples libres équiprobables.

Une autre statistique des séries, soit le nombre de tran-

sitions (ou variations) d’un type à l’autre d’élément, est na-

turellement liée au nombre S de suites et égal à S − 1.
MOOD (1940) donne les ingrédients permettant

d’établir les moments de S, dans le cas des séries binaires
libres. Les deux premiers moments sont :

µ(S|n, π) = 1 + 2π(1− π)(n− 1); (17a)

σ2(S|n, π) = π(1−π)[4(n−1)(1−3π(1−π))−2(1−2π)2].
(17b)

Considérant l’espérance (11a) de S applicable à des va-
leurs fixes de n1 et n2 (= n − n1), l’espérance (17a) peut
s’obtenir par EB(n,π){E(S|n1, n − n1)} = EB(n,π){1 +
2n1(n − n1)/n}, en utilisant EB(n,π)(n1) = n × π et
EB(n,π)(n

2
1) = σ2(n1) +E2(n1) = n×π(1−π) + (n×π)2

[ EB(n,π) dénote ici l’espérance selon la loi binomiale].

Le nombre de suites pour l’élément a, S1

Considérant à présent seules les suites de l’élément a, la
distribution de probabilités p(S1|n, π) du nombre de suites
(S1) pour cet élément s’obtient comme ci-dessus, par une

convolution de (12) avec (7). Ceci donne lieu aussi à des

valeurs critiques, qu’on retrouve aux tables 4 et 5 : ces va-

leurs concernent les suites (S1) de l’élément plus rare (a)
dans une série de Bernoulli, celui pour lequel p(a) = π ≤
1 − π, et peuvent intéresser celui qui, par exemple, s’in-
quiète de la plus ou moins grande périodicité des appari-

tions de a. Noter qu’il est ici possible d’observer S1 = 0
suite de l’élément a, ce qui se produit lorsque seuls des
éléments b sont présents, selon la probabilité (1 − π)n.
Quant à la probabilité d’observer 1 suite d’éléments a ou
moins, soit p(S1 ≤ 1), sa valeur pour π < 1

2 est égale à

πn+(1−π)n+2[π× (1−π)n−πn(1−π)]/(1−2π)+π×
(1− π)n{[n− 2− π × (2n− 3)] + πn(1− π)2}/(1− 2π)2

et, pour π = 1
2 , n× (n+ 1)/2n+1

.

Les deux premiers moments de S1 dans ce contexte

d’éléments binaires libres sont :

µ(S1|n, π) = n× π(1− π) + π2; (18a)

σ2(S1|n, π) = n× π(1− 4π + 6π2 − 3π3)

+ π2(3− 8π + 5π2).
(18b)

Autres aspects de la série

La distribution de la longueur maximale de suite

(Lmax) pour des éléments libres peut être obtenue par
la même méthode de convolution appliquée ci-dessus au

nombre de suites. En fait, l’expression (14), qui donne une

probabilité cumulative applicable aux séries comptant n1
et n2 éléments de chaque type, doit être convoluée avec
la probabilité binomiale (7), puis décumulée pour fournir
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enfin pLmax
(L|n, π). Il en est de même pour Lmax1

, la lon-

gueur maximale de suite de l’élément a, en utilisant cette
fois (15a).

D’autres mesures intéressantes sont possibles avec les

séries d’éléments binaires libres, comme les répétitions, les

répétats, etc. Nous les considérons plus loin, avec le cas

général d’éléments multiples équiprobables.

Un exemple

Nous lançons un dé en l’air 50 fois, et il retombe 12 fois

à la face «1» ; la face « 1 » apparâıt en fait dans 5 suites,

soit deux suites d’un seul élément (L1 = 2), une suite de 2
éléments « 1 » consécutifs (L2 = 1), une de 3 (L3 = 1) et
une de 5 (L5 = 1). Y a-t-il quelque chose de remarquable
dans cette expérience?

En admettant que nous ayons un dé honnête à six

faces, la probabilité d’occurrence de chacune étant 1/6, les

résultats observés constituent une série de Bernoulli dans

laquelle la face «1» constitue l’événement d’intérêt et où les

autres faces du dé sont confondues en «l’autre élément» et

présentent conjointement une probabilité de 5/6. Dans ce

cas, la probabilité d’obtenir 12 fois la face «1» est, d’après

(7), deB(12, 38|50, 1/6, 5/6) = 0, 05464 ; on peut aussi cal-
culer Pr(x ≤ 12) ≈ 0, 93733 et Pr(x ≥ 12) ≈ 0, 11731.
Donc, exception faite d’un léger excédent du nombre de

«1» par rapport au nombre attendu, n × π ≈ 8, 333, le
nombre de faces «1» obtenu n’est pas vraiment exception-

nel.

Les 12 faces « 1 » dans notre expérience sont appa-

rues en S1 = 5 suites. Aux tableaux 4 et 5, un tel résultat
n’apparâıt remarquablement ni bas ni élevé : la probabi-

lité d’obtenir 5 suites ou moins, en contexte de Bernoulli,

est ici de 0,23642. Par contre, selon la table, l’obtention de

S1 = 3 suites ou moins permettrait de juger que les 50 lan-
cers du dé produisent trop peu de suites de l’élément « 1 »,

cet élément ayant tendance à se grouper.

Quant aux longueurs des suites, la longueur maxi-

male (Lmax) observée est de 5 : est-ce remarquable? Pour
répondre à cette question, il faudrait trouver Pr(Lmax1

≥
5) en contexte de Bernoulli. L’utilisation de (15a) en convo-
lution avec (7) fait l’affaire, à savoir :

Pr(Lmax1
≥ L) =

n∑
n1=L

πn1(1− π)n−n1

n/L∑
i=1

(−1)i+1

(
n− ni + 1

i

)(
n− i× L
n− n1

) .

Dans notre cas, nous posons n = 50, π = 1/6, L =
5 et nous calculons alors 0,00494 ; cette infime probabi-
lité révèle le caractère exceptionnel d’une suite de 5 faces

consécutives dans 50 lancers d’un dé.

Nous aurions pu aussi considérer les résultats ob-

servés comme éléments donnés, sans référence au proces-

sus générateur et aux probabilités (e.g. π = 1/6) qui s’y
attachent. Dans ce cas, la probabilité que nos 12 faces « 1 »,

observées parmi 38 autres faces du dé, forment 5 suites est

fournie par (12), soit ici p(S1 = 5) ≈ 0, 00157. En fait,
Pr(S1 ≤ 5) ≈ 0, 00168, l’arrangement observé manifes-
tant un nombre remarquablement petit de suites, au seuil

de signification de 1%. La comparaison avec la distribution

de S1 sous le contexte d’un processus de Bernoulli est ici

surprenante. Quant à Lmax, le calcul direct de (15a) four-
nit Pr(Lmax1

≥ 5) ≈ 0, 08314, une valeur qui n’atteint
même pas le seuil de 5% : dans une série comportant 12

faces «1» et 38 autres faces, il n’est pas vraiment surpre-

nant d’obtenir ici une suite de 5 faces «1» consécutives.

Les séries d’éléments multiples donnés
L’analyse des séries d’éléments multiples, i.e. des séries

de n éléments comportant nj ≥ 0 éléments de chaque
type j, 1 ≤ j ≤ k, où n =

∑
nj , est évidemment plus

complexe. Avec nj > 0 éléments donnés de chaque type,
l’ensemble considéré englobe n! arrangements d’éléments,
parmi lesquels seulsMk(n;nj) =

(
n
nj

)
arrangements sont

distincts ; pour des éléments de deux types, ou éléments bi-

naires, nous prenons k = 2 et M2(n;nj) =
(
n
n1

)
. En fin

de text, à l’encadré 1, le lecteur trouvera un programme

en Pascal-Delphi qui énumère lesMk(n;nj) arrangements
distincts et permet d’en analyser en détail le contenu. Le

nombremultinomialMk(n;nj) s’élève très vite avec k et le
poids du vecteur (n1, n2, . . . , nk), de sorte que l’approche
énumérative devient irréaliste, sauf pour de petites confi-

gurations spécifiques.

Le nombre total de suites, S

Soit T (S|n1, n2, . . . , nk) ou Tk(S|nj), le nombre total
d’arrangements distincts des nj > 0 éléments de différents
types dans lesquels on retrouve S suites d’éléments sem-
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blables, et soit la distribution de probabilités p(S) =
pk(S|nj) = Tk(S|nj)/Mk(n;nj). DAVID et BARTON (1962)
présentent une méthode récursive permettant de cal-

culer Tk(S|nj). SHAUGHNESSY (1981) présente aussi une

méthode et donne, en fait, trois fonctions récursives. La

première récurrence présentée (op. cit., p. 734) est ho-

mogène et a la forme :

T (v+r|n1, n2, . . . , nv) =

r+1∑
t=1

[T (v + r − t|n1, n2, . . . , nv − 1)×
n−nv−v+1∑

j=0

(
n− nv − v − r + t

j

)(
nv − 1

t− 1− j

)(
v + r − t+ 1

t− 2j

) .
(19)

D’abord, pour trouver Tk(S|nj) depuis le niveau v = k,
c’est-à-dire avec l’invocation T (S|n1, n2, . . . , nv) et n =∑v
j=1 nj , la descente récursive opère en réduisant v à

k − 1, puis k − 2 etc., chaque fois avec l’invocation
T (S|n1, n2, . . . , nv) et n =

∑v
j=1 nj . Lorsqu’enfin v =

1, T (S|n1), qui dénote le nombre d’arrangements de n1
éléments produisant S suites, vaut 1 pour S = 1 et vaut
0 dans tous les autres cas. L’encadré 2, en fin de texte

présente un programme en Pascal-Delphi qui concrétise

ces opérations. Il est intéressant de noter que Tk(k|nj) =
k!.
Le nombre de suites S varie d’un minimum égal à k

à un maximum égal à min[n, 1 + 2(n − njmax)]. MOOD
(1940) et DAVID et BARTON (1962) donnent les ingrédients

permettant d’obtenir les moments de S. Les deux premiers
sont :

µ(S) = n+ 1−
∑
n2j
n

; (20a)

σ2(S) =

(∑
n2j
)2

+ n (n+ 1)
∑
n2j − n(n2 + 2

∑
n3j

n2 (n− 1)
.

(20b)

Si les n éléments de k types sont en nombres égaux, i.e. si
nj = n/k pour tout j, l’expression des moments se simpli-
fie :

µ(S) = n+ 1− n/k; (21a)

σ2(S) =
n(n− k)(k − 1)

(n− 1)k2
=

(µ− 1) (n− µ)

n− 1
; (21b)

γ1(S) = −

√
n (n− 1)

(n− k) (k − 1)
× k − 2

n− 2
; (21c)

γ2(S) =
(n3 − n+ 6)× k2 − 6n× k × (n2 − n+ 2) + 6n3

n(n− 2)(n− 3)(n− k))(k − 1)
.

(21d)

La confection de tables de valeurs critiques se heurte

avant tout à l’embarrassante multiplicité des configura-

tions d’éléments. Ainsi, avec n = 10 et k = 3, il y
a Pa(n, k) = Pa(10, 3) = 8 partitions 1 (ou configura-
tions) possibles des nombres d’éléments, soit les partitions

n1n2n3 = 811, 721, 631, 622, 541, 532, 442 et 433 : chaque
partition engendre sa propre distribution de probabilités.

Assignant une modeste moyenne de 5 éléments par type et

appliquant k = 3, 4, etc., nous trouvons Pa(15, 3) = 19,
Pa(20, 4) = 64, Pa(25, 5) = 192, voire Pa(50, 10) = 16928
partitions. En pratique, à notre avis, la meilleure solu-

tion consiste à faire une évaluation ad hoc de la distribu-

tion p(S) pour chaque cas particulier, en utilisant le pro-
gramme de calcul présenté en fin de texte dans l’encadré

1.

Le nombre de suites pour l’élément a, S1

Le nombre de suites des éléments d’un seul type, disons

les éléments a, dans une série à éléments multiples, obéit
à la même distribution que dans une série binaire. Soit n1,
le nombre d’éléments du type considéré, et redéfinissant

n2 = n − n1, i.e. n2 étant le nombre total d’éléments des
autres types, la distribution (12) et les moments (13a)-(13d)

décrivent le nombre de suites de l’élément a, la variable
S1.

Les répétitions (R) et les châınes de 2 éléments (C2)

Répétitions (R) et châınes de longueur 2 (C2) sont des

variables complémentaires du nombre total de suites (S),
par la relation (5).

2
Leurs distributions sont semblables et

en miroir de celle de S. Notons pour mémoire que leurs
deux premiers moments sont :

µ(R) = µ(C2) =

∑
n2
j

n
− 1; (22a)

1. Une partition est une décomposition additive d’un nombre naturel en un ou plusieurs autres naturels, p. ex. Pa(5) = 5, 41, 32, 311, 221,
2111, 11111, ces partitions contenant 2 partitions de 3 éléments, Pa(5, 3) = 311, 221. Cette fonction peut être calculée par récursion, selon

Pa(n, k) =
∑k

i=1 Pa (n− i, i), avec Pa(n, 1) = 1 et Pa(n, n+ r) = Pa(n, n), r ≥,
2. Utilisant la relation (2), nous avons en effetC2 = L2 +2L3 +3L4 + . . . . Or, L1 +2L2 +3L3 + · · · = n, d’où n−C2 = (L1 +2L2 +3L3 +

. . . )− (L2 + 2L3 + 3L4 + . . . ) = L1 + L2 + L3 + · · · = S, CQFD.
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σ2(R) = σ2(C2)

=

(∑
n2
j

)2
+ n (n+ 1)

∑
n2
j − n(n2 + 2

∑
n3
j )

n2 (n− 1)
;

(22b)

les mêmes simplifications, données en (21a)-(21d) pour le

nombre total de suites, s’appliquent ici. Rappelons toute-

fois que, les variables R et C2 étant complémentaires à S,
le signe de leur moment d’asymétrie γ1 devient positif.

La longueur maximale de suite, Lmax

Les auteurs (MOOD, 1940 ; DAVID & BARTON, 1962)

ne fournissent pas de méthode explicite permettant de

déterminer la distribution de probabilités de la longueur

de suite maximale (Lmax) ni ses moments (voir cependant
David et Barton, op. cit., p. 232-238).

Posant une configuration d’éléments n1, n2, . . . , nk
dans laquelle n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk , la longueur maxi-
male de suite varie d’un minimum égal àmax[1, dn1/(n−
n1 + 1)e jusqu’à n1 comme maximum (dxe désigne le plus
proche entier non inférieur à x]). La distribution de proba-

bilités, de forme p(Lmax) = C(Lmax|nj)/Mk(n;nj), n’est
pas connue et doit être déterminée par énumération.

3
Tou-

tefois, nous avons trouvé l’expression suivante pour la va-

leur la plus élevée de Lmax, soit Lmax = n1 :

C(n1|nj) =
t∑
i=1

(−1)i+1 × i!
(
t

i

)(
n−

∑i
j=1 nj + i

i

)
(n−

∑i
j=1 nj)!∏k

j=i+1 nj !
, (23)

expression dans laquelle t dénote le nombre de valeurs nj
égales à n1, i.e. tel que n1 = n2 = · · · = nt, t ≥ 1.
De plus, admettant n1 = max[nj , j > 1] + d, d > 0,
on obtient facilement le nombre C(n1 − u|nj), pour u ≤
min(d− 1, n1/2 + 1), en utilisant :

C(Lmax ≥ n1 − u|nj) =
n− n1 + 1

u!
× (n− n1 + u)!∏k

j=2 nj !
,

(24)

puis en calculant C(n1 − u) = C(Lmax ≥ n1 − u) −
C(Lmax ≥ n1 − u+ 1). Nous n’avons pas poussé plus loin
notre exploration.

La longueur maximale de suite pour l’élément a, Lmax1

Comme pour le nombre de suites (S1) de l’élément a,
on peut rapporter l’étude de la longueur maximale de suite

d’un élément quelconque, désigné a, en réunissant les k−1
éléments restants, constituant ainsi une série binaire de

n1 éléments d’un type donné et n − n1 = n2 éléments
complémentaires. La formule (15a) déjà donnée s’applique

alors.

Autres aspects de la série

Il est théoriquement possible d’obtenir la distribution

p(L|nj) de la longueur de suites, nommément la probabi-
lité qu’une série prise au hasard parmi lesMk(n|nj) séries
possibles présente une à plusieurs suites de longueur L.
La littérature est muette sur cette question. Enfin, dans les

séries à éléments donnés, le nombre de répétats (R′) n’est

pas variable et il est toujours égal à n− k.

Un exemple

Dans une usine, on fabrique quatre pièces

d’équipement majeures, disons a, b, c et d. Chaque pièce
est fabriquée sur demande. Durant trois semaines, le

contremâıtre note la série de pièces commandées, soit

a b a a a a a d a b
c a a b a b c a a d.

Il y a nj = 12, 4, 2 et 2 commandes par type de pièces. Ces
commandes arrivent-elles en désordre ou, sinon, y aurait-

il avantage à spécialiser des sous-groupes de techniciens

dans la fabrication d’un type de pièces particulier? La série

comptabilisée comporte S = 14 suites, la longueur de suite
maximale (Lmax) étant 5.
Compte tenu des nombres (nj) d’éléments observés,

les moments du nombre de suites, par (18a)-(18b), sont

µ(S) = 12, 600 et σ2(S) ≈ 2, 429. Par la fonction (19)
ou le programme donné en en fin de texte à l’encadré 2,

nous calculons p(S = 14) ≈ 0, 18783, Pr(S ≤ 14) ≈
0, 89600 et Pr(S ≥ 14) ≈ 0, 29183 : rien de remar-
quable là-dedans. Quant aux longueurs de suites, comme

n1 > Lmax ≥ n2/2 + 1, nos formules (23) et (24) ne
s’appliquent pas. Utilisant le programme d’énumération,

à l’encadré 2, nous obtenons C(Lmax = 5) = 12307680
et Pr(Lmax = 5) = C(Lmax = 5)/M4(20; 12, 4, 2, 2) =
12307680/52907400 ≈ 0, 23263 et, de même, Pr(Lmax ≥
5) ≈ 0, 44689. Le calepin de commandes ne laisse donc

3. Dans le programme d’énumération présenté en fin de texte dans l’encadré 1, il suffit de réécrire la procédure « Analyser » afin de repérer dans

chaque série la suite maximale et d’enregistrer sa longueur dans le tableau « hist[..] » prévu à cet effet.
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voir aucune tendance véritable au groupement, et le tra-

vail des techniciens d’usine gagne à rester polyvalent.

Les séries d’éléments multiples libres

Au lieu d’observer une série d’éléments déterminés

dont seul l’ordre séquentiel est en jeu, nous nous plaçons

devant un générateur multiple, un processus multinomial,

capable de produire des séries de n éléments de k types se-
lon le vecteur de probabilités (8). Nous tenterons d’estimer

la probabilité de, ou prédire, certains aspects des séries

ainsi engendrées. Dans le cas général, nous avons affaire

à un processus à probabilités {π1π2 . . . πk} quelconques,
cas pour lequel peu de résultats mathématiques sont dispo-

nibles. Le cas spécial d’équiprobabilité, {1/k1/k . . . 1/k},
plus documenté, est traité ensuite.

Éléments à probabilités πj (1 ≤ j ≤ k) inégales
Définissons d’abord la combinatoire des séries multi-

nomiales. Chaque type j d’élément, parmi les k types pos-
sibles, peut apparâıtre de nj = 0 à n fois dans la série
observée, chaque fois avec sa probabilité πj , ce en ob-
servant l’égalité

∑
nj = n. Appelons réalisation chaque

série n1n2 . . . nk , le nombre total de réalisations étant
Re(n, k) = (n+k−1)!/[n!×(k−1)!]. 4 Chaque réalisation
est marquée d’une probabilité distinctive, , valable pour

chacun de sesMk(n;nj) arrangements distincts. Les pro-
priétés globales d’une telle série d’éléments libres, tels le

nombre de suites et la longueur de suite maximale, sont

associées à et varient selon les Mk(n;nj) arrangements
d’une réalisation.

Le nombre total de suites, S

Pour obtenir la distribution de S, le nombre total de
suites dans une série à éléments multiples libres, il suf-

fit de faire la convolution de la fonction récurrente (19)

avec la probabilité multinomiale (9), à travers toutes les

réalisations n1n2 . . . nk admissibles. Il s’agit là d’un travail
considérable, même sur ordinateur, et la multiplicité des

configurations possibles rend utopique la préparation de

tables de valeurs critiques.MOOD (1940) et DAVID et BARTON

(1962) discutent d’approximations ; d’après ces derniers,

l’approximation par une binomiale ajustée aux deux pre-

miers moments de S (voir plus bas) donne les meilleurs
résultats. Le recours aux méthodes Monte Carlo est un

autre expédient, sans doute plus précis.

Le nombre total de suites (S) dans une série de n
éléments à k types, avec probabilités π1π2 . . . πk , varie

entre 1 et n. Ses deux premiers moments sont :

µ(S|n, π1π2 . . . πk) = 1 + (n− 1)× (1−
k∑
j=1

π2
j ) (25a)

σ2(S|n, π1π2 . . . πk) = (n− 1)
∑

π2
j

+ 2 (n− 2)
∑

π3
j − (3n− 5)

[∑
π2
j

]2
.

(25b)

L’espérance (25a) peut être démontrée par un argu-

ment récursif. Posons E(Sn) = µ(S|n, π1π2 . . . πk) et,
par définition, S1 = 1. Utilisant E(Sn) = E(Sn − 1 +
In) = E(Sn − 1) + E(In), nous voyons que le ne élément
ajoutera In = 1 s’il diffère de l’élément qui le précède,
et 0 sinon. Le ne élément peut être de type 1 avec pro-
babilité π1, et il différera du précédent avec probabilité
1 − π1, la probabilité conjointe de cet événement étant
π1(1 − π1). Réunissant tous les éléments possibles, nous

trouvons E(In) =
∑k
j=1 πj(1− πj) = 1−

∑k
j=1 π

2
j . Nous

obtenons donc E(Sn) = E(Sn−1) + (1 −
∑k
j=1 π

2
j ) =

E(Sn−2) + 2 × (1 −
∑k
j=1 π

2
j ) = · · · = E(S1) + (n −

1)(1 −
∑k
j=1 π

2
j ) = 1 + (n − 1) × (1 −

∑k
j=1 π

2
j ), ce qu’il

fallait démontrer.

Le nombre de suites pour l’élément a, S1

Prenant à part les éléments d’un type, désigné a et à
probabilité π, et confondant tous les autres en un type col-
lectif, désigné «b» et à probabilité (1 − π), les indications
déjà fournies pour les suites d’éléments binaires libres

s’appliquent ici, y inclus les moments (17a)-(17b) et les va-

leurs critiques présentées aux tableaux 4 et 5. À toutes fins

pratiques, nous reproduisons la covariance σ(Si, Sj) des
nombres de suites d’éléments des types i et j (d’après
MOOD, 1940), soit :

σ(Si, Sj) =− n× πiπj × (1− 2πi − 2πj + 3πiπj)

− πiπj × (2πi + 2πj − 5πiπj).
(26)

La longueurmaximale de suite,Lmax et (pour l’élément
a) Lmax1

Sur la longueur maximale de suite de tout type dans un

contexte multinomial, rien n’est connu. Seuls, des résultats

élémentaires et triviaux sont accessibles, telle la probabi-

lité d’obtenir une seule suite de longueur n, soit p(Lmax =

n) =
∑k
j=1 π

n
j .

Quant à Lmax1
, la longueur de suite maximale d’un

élément choisi, désigné a, on l’obtient en confondant les

4. Rappelons d’abord (voir note 2) le concept de partition d’un nombre, p. ex. les 7 partitions de n = 5, soit = 5, 41, 32, 311, 221, 2111, 11111, et ses
2 3-partitions, 311 et 221. Par contraste avec les k-partitions., une k-réalisation du nombre n consiste en sa décomposition en k nombres nj tels que

0 ≤ nj < n et
∑
nj = n, incluant leurs permutations. Noter que le nombre nj = 0 est ici permis, sa valeur étant sujette à la probabilité πj (Lorsque

la valeur nj = 0 est interdite, les réalisations restantes sont dénommées compositions.) Ainsi, les Re(5, 3) = 21 3-réalisations du nombre 5 seront :
500, 050, 005,410, 401, 140, 104,041, 014, 320, 302, 230, 203, 032, 023, 311, 131, 113, 221, 212, 122. Ce total augmente sérieusement avec n et k, p. ex.
Re(5, k) = 6, 56 et 252 pour k = 2, 4 et 6, comparativement àRe(10, k) = 11, 286 et 3003.
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k − 1 autres types d’éléments en un seul, le premier ayant
probabilité π, les autres, une probabilité globale 1−π, et en
traitant la variable comme si elle provenait d’un processus

binomial. La distribution deLmax1 est alors la convolution

des distributions (15a) et (7).

Éléments à probabilités πj (1 ≤ j ≤ k) égales à 1/k

Le traitement de séries constituées d’éléments

équiprobables, plus fructueux à coup sûr, doit sa facilité

au fait que chacune des kn séries possibles, chaque compo-
sition n1n2 . . . nk , chaque arrangement, sont eux-mêmes
équiprobables.

Le nombre total de suites, S

Dans un processus multinomial à k types d’éléments
équiprobables, le nombre total de suites (S) obéit à une
distribution binomiale ; en fait, la variable S− 1 a la distri-
bution (7) avec les paramètres n′ = n−1 et π = (k−1)/k.
Ses moments sont :

µ(S|n, πj = 1/k) = 1 + (n− 1)(k − 1)/k; (27a)

σ2(S|n, πj = 1/k) = (n−1)(k−1)/k2 = (µ−1)/k; (27b)

γ1(S) = (2− k) /
√

(n− 1) (k − 1); (27c)

γ2(S) = (k2 − 6k + 6)/[(n− 1)(k − 1)]. (27d)

Les tableaux 6 à 11 présentent un jeu de valeurs critiques

correspondant à différents percentiles P de l’intégrale bi-
nomiale, ce pour k = 2, 3, 4, 5, 6, et 10 et n = 2(1)50. Le
nombre de suites relevant d’un type d’éléments (S1), di-

sons les suites d’éléments a, a été abordé plus haut.

La longueur maximale de suite, Lmax

L’ignorance, déjà avouée pour les séries multinomiales

à probabilités inégales, persiste dans le cas des séries à

probabilités égales. Notons néanmoins un résultat curieux

touchant l’espérance de Lmax et que nous avons trouvé
par énumération. Cette espérance

5
a la forme polyno-

miale :

µ(Lmax) = 1 +

n∑
i=2

ci/k
i−1; (28)

les quelques premiers coefficients sont c2 = 1, c3 = k, c4 =
(k−1)2+k, c5 = (k−1)3+k2, c6 = (k−1)4+k3−(k−1),
c7 = (k − 1)5 + k4 − (k − 1)(2k − 1). La progression de
µ(Lmax) selon n est de type logarithmique.

Les répétitions (R) et les châınes de 2 éléments (C2)

Grâce à la relation (5), qui conjugue les répétitions

d’éléments (R) et le nombre de châınes de 2 éléments (C2)

avec la variable n−S, complémentaire du nombre total de

suites, les variables R et C2 partagent une même distribu-

tion. Dans un contexte multinomial à k types d’éléments
équiprobables, cette distribution est binomiale, de pa-

ramètres n′ = n − 1 et π = 1/k. À l’image des moments
(27a)-(27d) de S, les variablesR et C2 ont pour moments :

µ(R,C2|n, (πj) = 1/k) = (n− 1)/k (29a)

σ2(R,C2|n, (πj) = 1/k) = (n− 1)(k − 1)/k2 (29b)

γ1(R,C2|n, (πj) = 1/k) = (k − 2) /
√

(n− 1) (k − 1)
(29c)

γ2(R,C2|n, (πj) = 1/k) = (k2− 6k+ 6)/[(n− 1)(k− 1)].
(29d)

Les tables usuelles de l’intégrale binomiale et leurs jeux

de valeurs critiques (p. ex. LAURENCELLE & DUPUIS, 2000)

conviennent très bien à ces variables.

Les châınes (Cr) et suites (Lr) de longueur r :

espérances

Dans une série multinomiale à k types équiprobables,
le nombre de châınes de longueur r (Cr) a une espérance
facile à démontrer. Soit la fonction Cr(n), dénotant le
nombre de châınes de r éléments dans une série de n, et
π = 1/k. Posant Cr(1) = Cr(2) = · · · = Cr(r − 1) = 0,
nous avons Cr(n) = Cr(n − 1) + In, avec In = 1 si le
ne élément fait accrôıtre le nombre de châınes, et In = 0
sinon. Or,

E{Cr(n)} = E{Cr(n− 1) + In}
= E{Cr(n− 1)}+ E{In}
= E{Cr(n− 1)}+ πr−1,

puisque l’accroissement In vaudra 1 si, étant donné le n
e

élément, les r− 1 éléments qui le précèdent sont du même
type, ce qui se produit avec probabilité πr−1. Nous avons
donc :

E{Cr(n)} = E{Cr(n− 1) + In}
= E{Cr(n− 1)}+ πr−1

= E{Cr(n− 2)}+ 2πr−1

= ...

= E{Cr(r − 1)}+ (n− r + 1)× πr−1

ECr(n) = (n− r + 1)× πr−1 = (n− r + 1)/kr−1. (30)

Châınes et suites de longueur r sont associées entre elles
par les relations (2) et (3). La seconde relation, grâce à la

linéarité de l’opérateur d’espérance, permet d’obtenir :

E{Lr(n)} =


(n−r)(k−1)2+(k2−1)

kr+1 1 ≤ r ≤ n− 2

2(k − 1)/kn−1 r = n− 1

1/kn−1 r = n

(31)

5. Formule conjecturée.
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La somme des expressions (31) pour les suites de toutes

longueurs r redonne évidemment l’espérance du nombre
total de suites, soit (27a).

Les répétats, R’

Chaque série multinomiale de n éléments, à k types
équiprobables, a une réalisation { n1 n2 . . . nk } quel-
conque et manifeste k∗ =

∑k
j=1 n

0
j types présents, avec

1 ≤ k∗ ≤ k. La série comporte doncR′ = n− k∗ répétats,
une quantité qui varie d’un minimum de max(0, n − k∗)
à un maximum de n − 1. Considérant les k types multi-
nomiaux comme des cellules et les n éléments comme des
balles, nous constatons être en présence de la distribution

dite d’occupation (DAVID & BARTON, 1962 ; JOHNSON, KOTZ

& KEMP, 1992), k∗ représentant le nombre de cellules oc-
cupées, k−k∗ le nombre de cellules vides et n−k∗ = R′, le
nombre de balles en surplus dans les cellules. Le problème

des répétats, banal lorsque le ratio k : n approche zéro,
prend de l’intérêt lorsque k → n.
La distribution de probabilités de R

′
, à l’instar du

nombre de cellules occupées après le lancement den balles
vers k cellules, a pour forme :

p(R′) =

(
k

n−R′

) n−R′−1∑
j=0

(−1)j
(
n−R′

j

)(
n−R′ − j

k

)
.

(32)

Les deux premiers moments de R
′
sont :

µ(R′) = n− k +
(k − 1)

n

kn−1
; (33a)

σ2(R′) =
(k − 1) (k − 2)

n
+ (k − 1)

n

kn−1
− (k − 1)

2n

k2(n−1)
.

(33b)

L’espérance (33a) peut être démontrée par l’argument

suivant. Soit π1 = 1/k, la probabilité qu’apparaisse un
élément d’un type donné, disons a, et R′1, le nombre de
répétats de a. Dans une série de n apparitions, la pro-
babilité d’obtenir t éléments a est binomiale, soit p(t) =(
n
t

)
πt1(1− π1)

n−t
. Comme, pour cet élément, R′1 = t − 1,

son espérance est : ER′1 =
∑
t≥1(t − 1) · p(t) =

∑
t≥1 t ·

p(t)−
∑
t≥1 p(t) = n× π1 − [1− (1− π1)n].

De là, pour le nombre total de répétats R′, où R′ =
R′1 + R′2 + · · · + R′k et des séries à types d’éléments
équiprobables, i.e. πj = π1 = 1/k, tout j, nous obte-
nons : E{R′} = k{n × π1 − [1 − (1 − π1)n]} = n − k +
(k − 1)

n
/kn−1, comme prévu.

L’espérance du nombre de répétats est une fonction de

k et n, disonsR′(k, n). Elle tend vers n−k pour n croissant
et vers 0 pour k croissant. Quant à l’espéranceR′(n, n), elle
avoisine n × e−1 ≈ 0, 37n (où e ≈ 2, 7183) pour n raison-
nablement fort .

Que ce soit pour des études d’échantillonnage, des jeux

de hasard ou dans d’autres contextes, il est intéressant de

considérer à part les séries ne contenant aucun répétat,

i.e. celles pour lesquelles R′ = 0. Par (32), nous avons
p(R′ = 0) = 0 pour n > k. Le tableau 12 présente
quelques valeurs de p(R′ = 0).

Un exemple

Prenons comme exemple un processus multinomial à

probabilités inégales, soit le processus M3(n = 12|πj =
0, 5; 0, 3; 0, 2). On nous propose la série suivante :{

b a c c c a a a a a b c
}
,

La série, avecn = 12 éléments, présenteS = 6 suites (dans
un intervalle de 1 à 12), une longueur de suite maximale

Lmax = 5 (dans un intervalle de 1 à 12), etR′ = 9 répétats
(dans un intervalle de 9 à 11). La série observée manifeste-

t-elle des propriétés d’ordre remarquables?

Pour connâıtre les distributions des différentes statis-

tiques (S,Lmax,R
′
) à l’étude, nous devons recourir ici, soit

à un algorithme d’énumération, soit à un échantillonnage

des séries possibles par la méthode Monte Carlo. Nous

avons procédé par énumération.

Il y a Re(12, 3) = 91 réalisations possibles lesquelles,
en permutant leurs éléments, peuvent générer 531 441

séries
6
, telle la série générique σu ≡ (x1 x2 . . . xn)u,

pour u = 1 à 531.441, chacune formée au hasard avec la
probabilité égale à et caractérisée par une valeur propre

des variables S, Lmax et R
′
. Le tableau 13 fournit les

distributions appropriées de ces variables, obtenues par

énumération.

La confrontation des descripteurs de notre série à leurs

distributions de probabilités respectives ne laisse voir rien

de remarquable. Non seulement le nombre de suites, S =
6, est lui-même assez fréquent (p = 0, 12365) mais le per-
centile extrême dont il s’approche davantage est d’environ

0,21. De même pour Lmax (=5), qui correspond ici à une
suite d’éléments a, les plus problables, et qui n’atteint que
le percentile 0,155. Notre série manifeste le nombre mini-

mal de répétats, i.e. n− k, de forte probabilité.
Pour éclairer le lecteur, nous avons mis en œusvre

trois procédés d’approximation de la distribution p(S)
par une binomiale, tel que suggéré par DAVID et BARTON

(1962). Le procédé le plus simple (B1) consiste à « rame-

ner » les k types à des valeurs de probabilité égales, la va-
riable S − 1 revenant alors à une binomiale à paramètres
n′ = n − 1 et π = (k − 1)/k. Un autre procédé consiste
cette fois à estimer des paramètres convenables de la bi-

nomiale, en utilisant les premiers moments de S. Par le
tableau 6 ou nos formules (25a) et (25b), nous avons ici

µ(S) = 7, 82 et σ2(S) = 2, 90360. Nous estimons alors :

6. Nombre obtenu sur ordinateur, par énumération et permutation des réalisations.
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π̂ = 1 − σ2(S)/[µ(S) − 1] et n̂′ = (µ − 1)/ π̂ , obtenant
π̂ ≈ 0, 57425, puis n̂′ ≈ 11, 87632. Pour simplifier le cal-
cul de la probabilité binomiale, nous pouvons ramener n̂′

à une valeur entière, disons n̂′ = 12, puis reprendre π̂ =
(µ(S) − 1)/ n̂′ ≈ 0, 56833, obtenant un procédé (B2) de

calcul facile. Ou bien, nous conservons les valeurs estima-

tives de n̂′ de π̂ et calculons la probabilité binomiale avec
des coefficients non entiers, à l’aide de la fonction Gamma

(voir LAURENCELLE & DUPUIS, 2000) : c’est le procédé B3.

La comparaison des distributions de probabilités, faite à

l’aide de la différence maximale de Kolmogorov-Smirnov,

i.e. dmax = |Pr1(S ≤ r)−Pr2(S ≤ r)| tout r , est nettement
à l’avantage du procédé plus précis, et moins commode.

En effet, en comparant les trois distributions approxima-

tives à la distribution exacte de S, donnée au tableau 6,
nous obtenons dmax(B1) ≈ 0, 1222, dmax(B2) ≈ 0, 1428
et dmax(B3) ≈ 0, 0092.
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Encadré 1. Programme d’énumération des arrangements distincts de n éléments répartis en n1, n2, ..., nk selon

leur type (langage de programmation Pascal-Delphi)

Program k\_comb { algorithme de combinaisons a k types de donnees, L. Laurencelle , UQTR};
const nemax=20; nmax=30; nhmax=20;
var k,n,j : integer;

ne : array[1..nemax] of integer;
X : array[1..nmax] of integer;
Pos : array[1..nmax] of boolean;
hist : array[1..nmax] of longint;

procedure analyser { traiter ici l’arrangement obtenu }

{ le traitement illustre compte le nombre total de suites S };
var S,c,i:integer;
begin S:=1; c:=X[1]; i:=1;

while i<n do
begin i:=i+1; if X[i]<>X[i - 1] then S:=S+1 end;

hist[S]:=hist[S]+1
end;
procedure gen(r,nr:integer);
var i,j,p,dr : integer;

li : array[1..nmax] of integer;
v : array[,.nemax] of integer;

label Q,W ;
begin
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dr:=0;
for p:=1 to n do if Pos[p] then begin dr:=dr+1; li[dr]:=p end;
i:=0; v[0]:=0;
repeat i:=i+1; v[i]:=v[i - 1]+1;

Q : p:=li[v[i]]; Pos[p]:=false; X[p]:=r
until i=nr;
if r<k 1 then gen(r+1,ne[r+1])

else
begin

for j:=1 to n do if Pos[j] then X[j]:=k;
analyser

end;
W: Pos[p]:=true;

if v[i]<dr nr+i then begin v[i]:=v[i]+1; goto Q end
else begin i:=i-1; if i>0 then

begin p:=li[v[i]]; goto W end
end

end;
begin {corps du programme }
write (’k : ’); readln(k); n:=0;

for j:=1 to k do begin write (j:3,’:’);readln(ne[j]); n:=n+ne[j]
end;

for j:=1 to n do Pos[j]:=true;
for j:=k to n do hist[j]:=0;
gen(1,ne[1]); writeln(’ S f(S)’);
for j:=k to n do if hist[j]>0 then writeln(j:3,hist[j]:10)

end.
Encadré 2. Programme de calcul par récursion du nombre d’arrangements distincts de n éléments répartis en n1,

n2, ..., nk selon leur type et présentant S suites d’éléments semblables (langage de programmation Pascal-Delphi)

program saughnessy
{ recurrence pour le nombre de suites d ’elements multiples , d ’apres P.W. Saughnessy,

JASA, 1981, vol . 76, p. 732−736, L. Laurencelle };
var k,n,i,S:integer;

ne,nt:array[,.20] of integer;
tot,f:double;
ok:boolean;

function fact(x:integer):double; {fonction Factorielle}

var i:integer; f:double;
begin
if x<0 then fact:=0 else if x<2 then fact:=1 else
begin f:=x; for i:=2 to x-1 do f:=f*i; fact:=f end

end;
function comb(a,b:integer):double; {fonction Combinaisons}

var x:integer; nu,de:double;
begin

if a<b then comb:=0
else if b=0 then comb:=1
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else if b<0 then comb:=0 else
begin nu:=a; de:=b;

for x:=1 to b-1 do begin nu:=nu*(a-x); de:=de*(b-x) end;
comb:=nu / de

end
end;
function recR(VR,v:integer):double; {Recurrence 1 de Saugnessy}

var r,s,j,nnv:integer; t,xR,f:double;
begin r:=VR-v;nnv:=nt[v]-ne[v]-v; t:=0;

for s:=1 to r+1 do
begin if v>2 then xR:=recR(VR-s,v-1) else

if VR-s=1 then xR:=1 else xR:=0;
if xR>0 then
begin f:=0; for j:=0 to nnv+1 do

f:=f+comb(nnv-r+s,j)*comb(ne[v]-1,s-1-j)*comb(VR-s+1,s-2*j)end;
t:=t+xR*f;end;

recR:=t
end;
begin {Corps du programme}
write(’ k : ’);readln(k); nt[0]:=0; tot:=1;
for i:=1 to k do
begin write(i:2,’ : ’);readln(ne[i]);

nt[i]:=nt[i-1]+ne[i]; tot:=tot*fact(ne[i]) end;
n:=nt[k]; tot:=fact(n)/tot; S:=k;ok:=true;
while ok do begin f:=recR(S,k);

if f>0 then writeln(S:4,f/tot:10:5,f:18:0)
else ok:=false;

if ok then if S<n then S:=S+1 else ok:=false
end

end.
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Tableau 1 Table de significativité de Lmax au seuil de 0,05, soit la longueur maximale d’une suite d’éléments sem-
blables dans une série comportant n1 et n2 éléments de deux types : le nombre indiqué est la valeur maximale de n1
pour laquelle Lmax atteint le seuil de probabilité, selon d = n2 − n1 et n1. †

Seuil de 0,05

d \Lmax 5 6 7 8 9 10 11 12

+ 0 (5)5 7 11 17 27 45 76 > 100

+ 1 - (5)6 10 16 27 44 75 > 100

+ 2 - (5)5 9 15 25 43 74 > 100

+ 3 - - (5)7 13 24 42 73 > 100

+ 4 - - - (5)10 22 40 72 > 100

+ 5 - - - (5)6 19 38 70 > 100

+ 6 - - - - (5)14 35 68 > 100

+ 7 - - - - - (5)31 66 > 100

+ 8 - - - - - (5)26 63 > 100

+ 9 - - - - - - (5)60 > 100

+ 10 - - - - - - (5)56 > 100

Seuil de 0,01

d \Lmax 7 8 9 10 11 12 13 14

+ 0 (7)7 10 14 20 30 46 73 >100

+ 1 (6)6 9 13 19 29 45 72 >100

+ 2 (5)5 8 12 18 28 44 71 >100

+ 3 - (5)6 10 16 26 42 69 >100

+ 4 - - (5)7 13 23 40 68 >100

+ 5 - - (4)4 9 20 37 66 >100

+ 6 - - - (4)5 17 34 63 >100

+ 7 - - - - (4)9 29 60 >100

+ 8 - - - - - (4)23 56 >100

+ 9 - - - - - (3)3 51 >100

+ 10 - - - - - - (3)45 >100

Seuil de 0,001

d \Lmax 9 10 11 12 13 14 15 16 17

+ 0 (9)9 12 15 20 26 36 52 77 >100

+ 1 (8)8 11 14 18 26 36 51 76 >100

+ 2 (7)7 9 13 17 24 34 50 75 >100

+ 3 - (7)7 11 15 22 32 48 73 >100

+ 4 - (6)6 8 12 19 29 45 71 >100

+ 5 - - (6)6 10 16 26 42 68 >100

+ 6 - - - (6)7 12 22 38 65 >100

+ 7 - - - (5)5 8 16 33 61 >100

+ 8 - - - - (5)5 11 27 56 >100

+ 9 - - - - - (5)6 19 50 99

+ 10 - - - - - - (5)8 42 94

Note. † : Le nombre entre parenthèses, au début de chaque ligne, indique la valeur minimale de n1 requise pour que
Lmax soit significatif à un seuil donné, sous n1 et n2 = n1 + d.
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lé
m
e
n
t
a
d
a
n
s
u
n
e
s
é
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Tableau 6 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 2-(ou
bi)nomial à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - - - - - - - -

4 - - - - - - - -

5 - - - - - - - -

6 - - - 1 6 - - -

7 - - 1 1 7 7 - -

8 - 1 1 1 8 8 8 -

9 1 1 1 2 8 9 9 9

10 1 1 2 2 9 9 10 10

11 1 1 2 2 10 10 11 11

12 1 2 2 3 10 11 11 12

13 2 2 3 3 11 11 12 12

14 2 2 3 4 11 12 13 13

15 2 3 3 4 12 13 13 14

16 3 3 4 4 13 13 14 14

17 3 3 4 5 13 14 15 15

18 3 4 5 5 14 14 15 16

19 4 4 5 6 14 15 16 16

20 4 5 5 6 15 16 16 17

21 4 5 6 6 16 16 17 18

22 5 5 6 7 16 17 18 18

23 5 6 6 7 17 18 18 19

24 5 6 7 8 17 18 19 20

25 6 6 7 8 18 19 20 20

26 6 7 8 8 19 19 20 21

27 7 7 8 9 19 20 21 21

28 7 8 8 9 20 21 21 22

29 7 8 9 10 20 21 22 23

30 8 8 9 10 21 22 23 23

31 8 9 10 11 21 22 23 24

32 8 9 10 11 22 23 24 25

33 9 9 10 11 23 24 25 25

34 9 10 11 12 23 24 25 26

35 10 10 11 12 24 25 26 26

36 10 11 12 13 24 25 26 27

37 10 11 12 13 25 26 27 28

38 11 11 13 14 25 26 28 28

39 11 12 13 14 26 27 28 29

40 12 12 13 14 27 28 29 29

41 12 13 14 15 27 28 29 30

42 12 13 14 15 28 29 30 31

43 13 14 15 16 28 29 30 31

44 13 14 15 16 29 30 31 32

45 14 14 16 17 29 30 32 32

46 14 15 16 17 30 31 32 33

47 14 15 16 17 31 32 33 34

48 15 16 17 18 31 32 33 34

49 15 16 17 18 32 33 34 35

50 16 16 18 19 32 33 35 35
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Tableau 7 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 3-nomial
à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - - - - - - - -

4 - - - 1 - - - -

5 - - 1 1 - - - -

6 1 1 1 2 - - - -

7 1 1 2 2 - - - -

8 1 2 2 3 - - - -

9 2 2 3 3 9 - - -

10 2 3 3 4 10 - - -

11 3 3 4 4 11 11 - -

12 3 4 4 5 12 12 - -

13 4 4 5 5 13 13 13 -

14 4 5 5 6 13 14 14 -

15 5 5 6 6 14 15 15 15

16 5 6 6 7 15 15 16 16

17 6 6 7 8 16 16 17 17

18 6 7 7 8 16 17 17 18

19 7 7 8 9 17 18 18 19

20 7 8 9 9 18 18 19 19

21 8 8 9 10 19 19 20 20

22 8 9 10 10 19 20 21 21

23 9 9 10 11 20 21 21 22

24 9 10 11 12 21 22 22 23

25 10 10 11 12 22 22 23 23

26 10 11 12 13 22 23 24 24

27 11 12 13 13 23 24 25 25

28 11 12 13 14 24 25 25 26

29 12 13 14 14 25 25 26 27

30 13 13 14 15 25 26 27 27

31 13 14 15 16 26 27 28 28

32 14 14 15 16 27 28 28 29

33 14 15 16 17 28 28 29 30

34 15 16 17 17 28 29 30 31

35 15 16 17 18 29 30 31 31

36 16 17 18 19 30 31 31 32

37 17 17 18 19 31 31 32 33

38 17 18 19 20 31 32 33 34

39 18 18 20 20 32 33 34 34

40 18 19 20 21 33 34 35 35

41 19 20 21 22 33 34 35 36

42 19 20 21 22 34 35 36 37

43 20 21 22 23 35 36 37 37

44 20 21 22 24 36 37 38 38

45 21 22 23 24 36 37 38 39

46 22 22 24 25 37 38 39 40

47 22 23 24 25 38 39 40 40

48 23 24 25 26 39 39 41 41

49 23 24 25 27 39 40 41 42

50 24 25 26 27 40 41 42 43
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Tableau 8 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 4-nomial
à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - - - - - - - -

4 - - 1 1 - - - -

5 1 1 1 1 - - - -

6 1 1 2 2 - - - -

7 2 2 2 3 - - - -

8 2 2 3 3 - - - -

9 3 3 3 4 - - - -

10 3 4 4 5 - - - -

11 4 4 5 5 - - - -

12 4 5 5 6 12 - - -

13 5 5 6 6 13 - - -

14 5 6 7 7 14 14 - -

15 6 6 7 8 15 15 - -

16 7 7 8 8 16 16 - -

17 7 8 8 9 17 17 - -

18 8 8 9 10 18 18 18 -

19 8 9 10 10 18 19 19 -

20 9 10 10 11 19 20 20 20

21 10 10 11 12 20 20 21 21

22 10 11 12 12 21 21 22 22

23 11 12 12 13 22 22 23 23

24 12 12 13 14 22 23 24 24

25 12 13 14 14 23 24 24 25

26 13 13 14 15 24 25 25 26

27 13 14 15 16 25 26 26 27

28 14 15 16 16 26 26 27 27

29 15 15 16 17 27 27 28 28

30 15 16 17 18 27 28 29 29

31 16 17 18 18 28 29 30 30

32 17 17 18 19 29 30 30 31

33 17 18 19 20 30 31 31 32

34 18 19 20 21 31 31 32 33

35 19 19 20 21 31 32 33 33

36 19 20 21 22 32 33 34 34

37 20 21 22 23 33 34 35 35

38 21 21 22 23 34 35 35 36

39 21 22 23 24 35 35 36 37

40 22 23 24 25 36 36 37 38

41 23 23 24 25 36 37 38 38

42 23 24 25 26 37 38 39 39

43 24 25 26 27 38 39 40 40

44 25 25 26 27 39 40 40 41

45 25 26 27 28 40 40 41 42

46 26 27 28 29 40 41 42 43

47 27 27 29 30 41 42 43 43

48 27 28 29 30 42 43 44 44

49 28 29 30 31 43 44 45 45

50 29 29 31 32 44 44 45 46
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Tableau 9 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 5-nomial
à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - - - 1 - - - -

4 - 1 1 1 - - - -

5 1 1 1 2 - - - -

6 1 2 2 2 - - - -

7 2 2 3 3 - - - -

8 3 3 3 4 - - - -

9 3 3 4 4 - - - -

10 4 4 5 5 - - - -

11 4 5 5 6 - - - -

12 5 5 6 6 - - - -

13 6 6 7 7 - - - -

14 6 7 7 8 - - - -

15 7 7 8 9 15 - - -

16 8 8 9 9 16 - - -

17 8 9 9 10 17 - - -

18 9 9 10 11 18 18 - -

19 10 10 11 11 19 19 - -

20 10 11 12 12 20 20 - -

21 11 12 12 13 21 21 - -

22 12 12 13 14 22 22 22 -

23 12 13 14 14 22 23 23 -

24 13 14 14 15 23 24 24 -

25 14 14 15 16 24 25 25 25

26 14 15 16 17 25 26 26 26

27 15 16 17 17 26 26 27 27

28 16 16 17 18 27 27 28 28

29 17 17 18 19 28 28 29 29

30 17 18 19 20 29 29 30 30

31 18 19 19 20 29 30 31 31

32 19 19 20 21 30 31 31 32

33 19 20 21 22 31 32 32 33

34 20 21 22 22 32 33 33 34

35 21 21 22 23 33 33 34 34

36 21 22 23 24 34 34 35 35

37 22 23 24 25 35 35 36 36

38 23 24 25 25 35 36 37 37

39 24 24 25 26 36 37 38 38

40 24 25 26 27 37 38 38 39

41 25 26 27 28 38 39 39 40

42 26 26 28 28 39 39 40 41

43 26 27 28 29 40 40 41 42

44 27 28 29 30 41 41 42 42

45 28 29 30 31 41 42 43 43

46 29 29 31 31 42 43 44 44

47 29 30 31 32 43 44 45 45

48 30 31 32 33 44 45 45 46

49 31 32 33 34 45 45 46 47

50 32 32 33 34 46 46 47 48
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Tableau 10 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 6-nomial
à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - - - 1 - - - -

4 1 1 1 1 - - - -

5 1 1 2 2 - - - -

6 2 2 2 3 - - - -

7 2 3 3 3 - - - -

8 3 3 4 4 - - - -

9 4 4 4 5 - - - -

10 4 5 5 6 - - - -

11 5 5 6 6 - - - -

12 6 6 7 7 - - - -

13 6 7 7 8 - - - -

14 7 7 8 8 - - - -

15 8 8 9 9 - - - -

16 8 9 9 10 - - - -

17 9 9 10 11 - - - -

18 10 10 11 11 18 - - -

19 10 11 12 12 19 - - -

20 11 12 12 13 20 - - -

21 12 12 13 14 21 - - -

22 13 13 14 15 22 22 - -

23 13 14 15 15 23 23 - -

24 14 15 15 16 24 24 - -

25 15 15 16 17 25 25 - -

26 16 16 17 18 26 26 - -

27 16 17 18 18 27 27 27 -

28 17 18 18 19 27 28 28 -

29 18 18 19 20 28 29 29 -

30 18 19 20 21 29 30 30 -

31 19 20 21 21 30 31 31 31

32 20 21 22 22 31 32 32 32

33 21 21 22 23 32 32 33 33

34 21 22 23 24 33 33 34 34

35 22 23 24 25 34 34 35 35

36 23 24 25 25 35 35 36 36

37 24 24 25 26 35 36 37 37

38 24 25 26 27 36 37 37 38

39 25 26 27 28 37 38 38 39

40 26 27 28 29 38 39 39 40

41 27 27 28 29 39 40 40 41

42 28 28 29 30 40 40 41 42

43 28 29 30 31 41 41 42 42

44 29 30 31 32 42 42 43 43

45 30 31 32 32 43 43 44 44

46 31 31 32 33 43 44 45 45

31 32 33 34 44 45 46 46 47

48 32 33 34 35 45 46 47 47

49 33 34 35 36 46 47 47 48

50 34 34 35 36 47 48 48 49
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Tableau 11 Valeurs critiques du nombre total de suites (S) pour des séries de n éléments tirées d’un processus 10-nomial
à k types équiprobables.

n / P ,005 ,01 ,025 ,05 ,95 ,975 ,99 ,995

2 - - - - - - - -

3 - 1 1 1 - - - -

4 1 1 1 2 - - - -

5 2 2 2 2 - - - -

6 2 3 3 3 - - - -

7 3 3 4 4 - - - -

8 4 4 4 5 - - - -

9 4 5 5 6 - - - -

10 5 6 6 6 - - - -

11 6 6 7 7 - - - -

12 7 7 8 8 - - - -

13 8 8 8 9 - - - -

14 8 9 9 10 - - - -

15 9 10 10 11 - - - -

16 10 10 11 11 - - - -

17 11 11 12 12 - - - -

18 12 12 13 13 - - - -

19 12 13 13 14 - - - -

20 13 14 14 15 - - - -

21 14 14 15 16 - - - -

22 15 15 16 16 - - - -

23 16 16 17 17 - - - -

24 16 17 18 18 - - - -

25 17 18 18 19 - - - -

26 18 19 19 20 - - - -

27 19 19 20 21 - - - -

28 20 20 21 22 - - - -

29 21 21 22 22 - - - -

30 21 22 23 23 30 - - -

31 22 23 23 24 31 - - -

32 23 24 24 25 32 - - -

33 24 24 25 26 33 - - -

34 25 25 26 27 34 - - -

35 25 26 27 28 35 - - -

36 26 27 28 28 36 - - -

37 27 28 29 29 37 37 - -

38 28 29 29 30 38 38 - -

39 29 29 30 31 39 39 - -

40 30 30 31 32 40 40 - -

41 30 31 32 33 41 41 - -

42 31 32 33 34 42 42 - -

43 32 33 34 34 43 43 - -

44 33 34 35 35 44 44 - -

45 34 34 35 36 45 45 45 -

46 35 35 36 37 46 46 46 -

47 36 36 37 38 46 47 47 -

48 36 37 38 39 47 48 48 -

49 37 38 39 40 48 49 49 -

50 38 39 40 40 49 50 50 -
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Tableau 12 Probabilité de n’observer aucun répétat (R′ = 0) dans des séries multinomiales de n éléments à k types
équiprobables.

n \k 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 ,5 ,6667 ,75 ,8 ,8333 ,8571 ,875 ,8889 ,9

3 - ,2222 ,375 ,48 ,5556 ,6122 ,6563 ,6914 ,72

4 - - ,0938 ,192 ,2778 ,3499 ,4102 ,4609 ,504

5 - - - ,0384 ,0926 ,1499 ,2051 ,2561 ,3024

6 - - - - ,0154 ,0428 ,0769 ,1138 ,1512

7 - - - - - ,0061 ,0192 ,0379 ,0605

8 - - - - - - ,0024 ,0084 ,0181

9 - - - - - - - ,0009 ,0036

10 - - - - - - - - ,0004

Tableau 13 Distributions de probabilités des statistiques S, Lmax etR
′
dans des séries de typeM3(12|0,5; 0,3; 0,2) à πj

inégales

S p(S) Lmax p(Lmax) R′ p(R′)
1 ,0002 12 ,0002 11 ,0002

2 ,0011 11 ,0005 10 ,0823

3 ,0067 10 ,0012 9 ,9174

4 ,0214 9 ,003

5 ,0614 8 ,007

6 ,1237 7 ,0164

7 ,1967 6 ,0383

8 ,2301 5 ,0886

9 ,1965 4 ,1986

10 ,1145 3 ,3679

11 ,041 2 ,2715

12 ,0068 1 ,0068
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